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 سريزه

 

 ګرنو هیوادوالو!

کتابونه لیکلي وو، خو  ېه دا د دولسم ټولګي د پښتو او درپه   کلونو کې د نصاب لهپار ما

په هغه وخت کې دا کتابونه د پوهنې وزارت له خوا چاپ نه شو او په ډېره خواشینۍ سره 

يې  کتابونه چاپ کړل، خو ناسم، چې نه يې ژبه سمه وه او نه ی يېابايد ووايم، چې په ځ

 ويونه.هنیزه خوندوشمیرپ

دا زما له خوا لیکل شوې کتابونه د معیار ) د نړۍ د معیار( سره سم لیکل شوي او د لته 

 يې ګرانو زده کوونکو ته وړاندې کوم، هیله ده، چې ګټه به ترې واخلي.

د نصاب له پاره د چاپ شوي کتاب د بوې برخې ناسمون به د کتاب په اخر کې ځای په 

 م.ړځای ک

تان د پهنې وزارت څخه هیله کړې، چې اجازه راکړي، تول د ما څو واره د افغانس

ښوونځي کتابونه ، چې ما لیکلي، دوی ته وړاندې او د سرهسم ولیم، خو د کتابونو د 

 ناسمون مسئولیت او يا هیڅ څوک د څه مسئولیت په غاړه نه لري.

نو کې به زه دا ټول د ښوونځي کتابونه ګرانو لوستونکو ته وړاندې کوم، خو ځنو کتابو

داسې راغلي وي، چې زما د ناتوانۍ له امله به مې د يوه کتاب ځنې برخې بل کتاب کې 

ځای په ځای کړې وي، چې له دې امله د ګرانو لوستونکو څخه هیله، چې د هر څه له مخه 

 دې، د کتاب سريزه وګوري.

 لیکلي، هم مل دي. ما چې لیکنې جمهورريس او د پوهنې وزارت ته

 دوالو!ګرانو هیوا

ماته به بخښنه کړۍ، زه له دې نور زيات زور نه لرم، چې ښه سريزه او نور اړين څه 

لیکنو کې به  ړاندې کیږي. پهم. دا زما لیکنې نورې همداسې ومنۍ، چې څنګه درته وکولی

 زما د لیکنیزو ناسمونو نور ناسمونونه نه وي. هیله ده، چې ګټه به ترې پورته کړي.
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 ښت. پوله ارز ۱

 

 ”The  Limit"   (ارزښت حـد)پولهلیمیت يا    . ۱      

 موږ لاندې د

            اعدادو ترادف لرو: 

             

1 1 1 1
( ) , , ,...,

2 3 4

3 4 1
( ) , ,...,

2 3

( ) 2, 4,6,..., 2

I
n

n
II

n

III n


     

( د يو IIفر په لور، )د ص(I)د ناپای په  لور لاړ شي، نو د پورته ترادفونو څخه    nکه  

 ( د ناپاي په لور ځي.IIIپه لور او )

       

) لاتین( معنا پوله يا حد دى. په پخواني روم کې د يوه ښار د  کلا نوم هم  Limit د 

Limit مفهوم لري. د حد د کارونې مفهوم  په دې کې  پولې، د  وو، چې په رياضیاتوکې

محور  xړو لکه په افقي محور) دیپروت دۍ، چې د يوې تابع سلوک داسې وڅ

 ( ته ورنږدې کېږي. پولېقیمتونه يوه  حد)  x"( باندې، چې د تابع د abscissaيعنې"

 ژندلو لپاره کارول کیږي.یوبه ګورو، چې لیمیټ په رياضیاتو کې د مشتق  د پ
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 پوله                                 ۳           

-----------------------------------------------------------------------------

 فعالیتونه: 

 له کلمې سره بلد ياست؟ يا پولې ايا تاسو په ورځني ژوند کې د لیمیټ -

لگه راوړی شئ، چې يوه لیمیټ ته له دواړو لورو، یند کې يوه بايا تاسو په ورځني ژو -

ې لورې څخه و ښئ لورې ته يعنې له ښئ لورې څخه و کیڼې لورې ته او همداډول له کیڼ

 نږدې شئ؟  

حیرتان او ترمز ترمنځ پول د افغانستان او ازبکستان ترمنځ له دواړو  لورو پوله  ايا د   -

 يا حد دى، که څنګه؟  

 له ياحد دى، که څنگه؟وايا دا په ټاکلي ځاي کي پ -

 

 لاسه کوو: لاندې دد پورته فعالیتونو څخه دا 

لگو یلګې په يوه ټاکلي ځای کې د توابعو يا د ځنو عملي بیب پورته راوړل شوې د لیمیټ

لیمیټونه يا حدونه دي، چې موږ يې په رياضیاتو کې هم په يوه ټاکلي ځای کې لیمیټ، پوله 

 يا حد بولو.

 

 لگه د پايلیزې روښانه ونې لپاره راوړو:یموږ اوس  لاندې ب

 

 :۸ لگهیب

ټکى د وضعیه  P0 کړ شوی وي، چې ديوټکی دې ور P0او د  تابع  f(x)=2x يوه د 

 نو : متونه لريیوضعیه ق  3,6) (کمیاتو په سیستم کې 

 دتابع جدول   وکاږئ. -1
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 ۷                                       پوله                                      

----------------------------------------------------------------------------- 

 انځور کړئ.  يا څیره د تابع ګراف -2

  ته نږدې شي.3 و  xپرحرکت باندې بحث وکړئ که   f(xقیمت پیداکړئ او د)f(3 د) -3

 حد ته تلنه روښانه کړئ.  f(x)په شکل کې د   -4

  

 ښوونه:

 د تابع جدول -1

 د تابع شکل  -2

(3)موږ - 3 6f   لرو او غواړو د درې

  3تونوڅخه چې له ښۍ او کیڼې لورې قیم

ته ورنږدې کیږي، و ګورو، چې په دې 

 درې ارزښتونو کې تابع چېرته ځي.
 

   

 :ولاړ جدول

kx ( )kf x kx ( )kf x 

2,98 

2,99 

2,999 

5,96 

5,98 

5,998 

3,001 

3,01 

3,02 

6,002 

6,02 

6,04 

ارزښتونو سره له کیڼې لورې له پورته څخه وکښته   f په پورته جدول کې ګورو،چې د

 6همداسې له ښۍ لورې له کښته څخه و پورته لورې ته هم ته نږدې کیږو او   6لورې  ته 

 ته نږدې کیږو.
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 پوله                           ۴           

----------------------------------------------------------------------------- 

 :روړوپروت جدول 

 له ښۍ لورې څخه کیڼې لورې ته        له کیڼې لورې څخه  ښۍ لورې ته         

                                      3   

                                         

      

    

                                   6      
    

 

ته  3و xمتونو سره پرتله کوو، کهیله ق f(x)مت دیق f(3)کې د پلونو يا قدمونوپه درې 

 ورنږدې شي.

 6لیمیټ به په   f(x)ته ورنږدې شي، نو د  3و  x الت موږ ته په ګوته کوي چې: که دا ح

برابر شي او داسې يې لیکو:  
3

lim ( ) 6
x

f x


  

 د درې په لور لاړ شي. xلیمیټ يا پوله که   f(x)او داسې يې لولو: د 

لکه  په پورته  -اوس  ګراف په لاندې توګه رسموو او کیڼې لورې ته هدفمند ټکي  -4

 په  نخښه کوو.  -جدول کې

 ... ,P1, P2, P3 د مخامخ شکل له مخې

تل  ټکي تهP0ټکي په پام کې نیسو، چې د 

 له کیڼې لورې نږدې کیږي. 

ټکي چې له   ... ,Q1, Q2, Q3او همداسې

  ټکي ته نږدې کیږي P0ښۍ لورې 

 

x 2.98 2.99 2.999  3.001 3.01 3.02 

f(x) 5.96 5.98 5.998  6,002 6.02 6.04 
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   ۵                                      پوله                                      

----------------------------------------------------------------------------- 

ټکي ته نږدې کیږي په همغه کچه  د تابع  P0 کتل کیږي:  هرڅومره، چې پورته  ټکي و

  x=3د  xمله(.که په ګراف کېټکي  قېمت له ا P(3,6)0ته نږدې کیږي ) د  6قېمتونه و

 قېمت ته نږدې کیږي.  6ځای ته نږدې شو، نو د تابع قېمت و

3xتابع لیمیټ دى، د   f(x)د  6وايو:     :لوستل ( x د) په لورې ځي يا درې   )درې3

 ته نږدې کیږي( لپاره. 

 د لیمیټ  لپاره لیکبڼه  په دې ډول تعريف شوې:
x 3

f(x)   6lim


  

 څخه دا تعريف لاس ته راوړو: ود پورته فعالیتونو او بیلګ

  cد يوه حقیقي عدد xکه لپاره  xد لري،  Lتابع يو لیمیټ )حد( f(x)ژند) تعريف(: د یپ

L   f(x)lim په لورې تړلی لاړ شي او داسې يې لیکو: 
cx




 

 لپاره. x-> cدی،  د    Lلیمیټ برابر په  f(x)لوستل: د 

 

 په ځنو توابعو کې لیمیټ، لکه چې ولیدل شو، په داسې سادګۍ لاس ته نه شو راوړي.

 لگه راوړو، چې دا لاندې پوښتنې په کې ځواب شوې وي:   یيوه ب

 ايا يوه تابع په خپل ورکړ شوي ځای کې لیمیټ درلودى شي، چې هلته تعريف نه وي ؟   -

 ی شي؟دیاودا کار که کدونکی وي ، څنګه ک -

;1تابع      :۲ لگهیب
1

1
)(

2





 x

x

x
xf     .راکړ شوې 

 ګراف وکاږئ.  د تابع جدول او

       x ته نږدې کیږي  1لورې څخه له ښۍx   ته نږدې کیږي 1له کیڼې لورې 
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 پوله                         ۸             

----------------------------------------------------------------------------- 

                                           1 

 

  

                                     
2          

 تابع حرکت تر بحث لاندې ونیسئ            f(x) د

 .1xته نږدې شي يعنې  1و  xکه 

له دواړو يعنې له ګراف او جدول څخه دا 

په لور  2د حقیقي عدد f(x)پايله لرو، چې 

هڅیږي، يعنې:  
1

lim ( ) 2
x

f x


 

 څېره کښل کیږي

 

تعريف نه  رل شوی،یچې لیمیټ يې شم له پورته شکل څرگنديږي: تابع په هغه ټکي کې

 ده. 

: که يوه تابع په صورت او مخرج  کې داړونده قیمت لپاره  صفر ولري شمیرنیزه ښوونه

يا بولې پیدا کولو د لیمیټ نو  -لګه کېیپه  بزموږ لکه  -او دا صفرځايونه له منځه تللی شي

 لپاره داسې مخ ته ځو: 

21lim
)1(

)1)(1(
lim

1

1
lim

11

2

1












x

x

xx

x

x

xxx
 

وايو چې دا ډول تابع په صفر ځای کې تشیا )خالیگاه( لري يعنې په دې ځای کې تعريف او 

 . نه ده

 

x 0.98 0.99 0.999  1.001 1.01 1.02 

f(x) 1.98 1.99 1.999  2.001 2.01 2.02 
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 ۳                                     پوله                                      

----------------------------------------------------------------------------- 

فعالیت:                                                             

 د سرک ښۍ لورې ته دا مخامخ تخته لرو:

 ووايئ، چې دا تخته څه مفهوم لري؟ - 

په همدې توګه د سرک په سر کیڼې لورې 

شوې. دا م همداسې يوه تخته ځړول هته 

 هم په همغه مفهوم.  

 

 

 دا پوښتنه مو دې لاندې روښانه ونې ته لاښودوي: 

,0x:  د۷ لگهیب
x

x
f(x)    .تابع راکړ شوې 

 استعمال کړئ.  تابع ولیکئ، بې له دې، چې  د مطلقه قیمت نښه  -1

 د تابع ګراف وکاږئ. -2

 قیمت پیدا کړئ. f(x)ته نږدې شي، نو د 1 له ښۍ لورې    xکه  -3

 قیمت پیدا کړئ.f(x) ته نږدې شي، نو د  1-له کیڼې لورې  xکه  -4

 څو حدونه لري.  f(x)وښاياست چې پورته  تابع  يعنې  -5

په   ،، ،، تابع  بې له  سمبول-1   ښوونه:

 لیکو لاندې ډول 

        
1; 0

( )
1; 0

x
f x

x


 

 

 

  مخامخ د تابع  ګراف  انځوروو: -2
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 پوله                              ۶        

----------------------------------------------------------------------------- 

 ته نږدې شي، نود لرو:1له ښي لور xکه  -3

 
1

lim ( ) 1
x

f x


  

lim)(1لیمیټ دى:  f(x) شي، نو د ته نزدې 1-له کیڼې لور  xکه -4
1




xf
x

 

دوه د لیمیټ قیمتونه   f(x)ته نږدې  شي،  نو   1-او 1دوه  قیمتونو   xګورو چې که  -5

لري يعني
1

lim ( ) 1
x

f x


  نو له دې امله ،f(x)  .لیمیټ نه لري 

 لگې پايله:یله پورته ب

1xه کې دلگیپه پورته ب   1لپاره تابع ښى لیمیټ لري او دx   لپاره کیڼ لیمیټ

 لري.

 د دې لپاره دې د گراف پورته کښل شوى شکل هم وکتل شي. 

: ۴لگهیب
1

( )f x
x

 0تابع لرو، چېx   دى 

د 
1

( )f x
x

تابع پهx=0   ځای کې ارزښت

کې تعريف نه   x=0نه شي نیولى، يعنې په 

 (Pol)قطب لري. دا تابع په صفرځای کې

  لري. مخامخ شکل دې وکتل شي.
 

يادونه: هغه تابع، چې مخرج يې صفر وي او صورت يې صفر نه وي، وايو چې تابع په 

 لري. Polدې د مخرج په صفرځای کی قطب 

0x ته  د نږدې کېدو لپاره  ترادف
n

xn

1
)( .ټاکو ، 

nمتونوترادف ید اړوندې تابع د ق

n

xn 




















1

1
 دی.)(
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 ۹                                                    پوله                                      

 پاره يو نامحدود صعودي)جگېدونکی( ترادف  دی.ل 0nدا د 

 يا متناقص)ټیټېدونکی( ترادف  دی. -لپاره نزولي 0nاو د  

 تابع  په صفرځای کې لیمیټ نه لري. دا هلته يو قطب لري. f(x)دا په دې معنا، چې د

 

 د توابعو د لیمیټ لپاره دا لاندې پايله لرو:

)د   ), ff x x D0تابع دx په ځاي کې يو کیڼ اړخیز لیمیټ
0

0

lim ( )l
x x
x x

a f x



  لري، که د

)هر ترادف )nxلپاره، چېn 0غړي يې دx کیڼ لور ته پراته و ي او د توابعو ارزښتونه

( )nf x  دla  .په لور هڅیږي 

)د   په ورته توگه ښى اړخیزه لیمیټ:   ), ff x x D0تابع دx  په ځاي کې يو ښى اړخیز

لیمیټ
0

0

lim ( )r
x x
x x

a f x



 لري، که د هر ترادف( )nx لپاره، چېn  0د غړي يېx ښي لور ته

)پراته و ي او د توابعو ارزښتونه  )nf x  دra  ..په لور وهڅیږي 

ته  نږدې شي، نو  cله ښۍ اويا کیڼې لورې و x ولري که   Lهمغه لیمیټ f(x) که تابع  

 سره  برابر دى.   Lشته دى او د لیمیټ

limدا داسې لیکو:    ( )
x c

f x L


   

 

 تمرينونه :  

اوارزښت ورشو) د  domainژند ورشو)د تعريف ناحیه ( ید دې لاندې هرې تابع  )پ

پیدا کړئ. د توابعو ګراف وکاږئ او  حدونه codomainيا   range قېمتونو ناحیه((

 )پولې( يې پیداکړئ.

2 2

1 4 0 2

2 2

91 2 3

1) lim ( ) , 2) lim ( ) , 3) lim | | , 4) lim

4 3
5) lim , 6) lim , 7) lim

2 9

x x x x

x x x

x
x x x x x

x

x x x

x x x
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  خويونه ونود  لیمیټ                  ۱۱          

----------------------------------------------------------------------------- 

که وي:  -11









1;

1;2
)(

2 xx

xx
xf    

 الف( د تابع ګراف وکاږئ.

lim)(ب( 
1

xf
x 

 پیدا کړئ. 

 خويونه:يا پوله ارزښت  ونولیمیټ د ۳. ۱

  " Properties of Limits " 

 

پوهیږو: په رياضیاتو کې  ټول توابع چې لرو، د ساده توابعو ترکیب 

combination   دى، لکه دتوابعو جمع، تفريق، ضرب، وېش )چې مخرج يې

 = f(x).  موږ دوه غوره او ساده توابع compositonصفر نه وي( او زنځیرونه 

c   او g (x) = x.سره يوځای کړو، نو لاس ته ترې راځي:  که دواړه توابع لرو 

h(x) = x + C, يا L(x) = cx, يا m(x) =x.x= x
2

 او داسې نور.

دلته هم ټولې څلور عملیې همداسې اجراکیږي، لکه د اعدادو په  وبه گورو،چې

 ترادفونوکې. 

    

 فعالیت: 

 Identity functionپه دې برخه کې د په خوښه د ثابتو توابعواو کټمټ يا ايدنتیک توابعو 

لیمیټونه د جمعې، تفريق، ضرب او همداسې د ويش) چې مخرج يې صفر نه وي( له لارې 

 ړل کیږي(.ی)وروسته به وگورو، چې دا د لیمیټ خويونو تر نامه څۍ ریشمو

 په خوښه يوه پولینوم تابعو لیمیټ  پیدا کړئ. د  -
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 ۱۱                                       خويونه ونود  لیمیټ                            

----------------------------------------------------------------------------- 

توابعوڅخه کار واخلئ، چې  درې نورې په خوښه توابع   g(x) = x - 2 او f(x) = xد  -

، تفريق، ضرب او  ترې لاس ته راوړئ. د دې توابعو لیمیټونه پیداکړئ. دا لیمیټونه جمع

 تقسیم)چې مخرج صفر نه وي( کړئ.   

که شونې شي، چې د يوې تابع  لیمیټ د تابع له حل څخه لاس ته راوړلاى شو، يعنې که   -

لګې په توګه ولرو: ید ب 
2 2

lim lim3 3
x x

f x
 

    نودا تابع به څنگه لیکو؟ 

 کټمټ تابع لپاره ريښتونې ده؟ر دا عملیه د هرې ثابتې او یايا د پورته عملیې په څ -

 

        موږ له پورته څخه دا لاندې پايله لرو:

xxfکه )(  2او)( xg   :ولرو،  نو  لرو
1 1

lim ( ) 1 , lim ( ) 2
x x

f x g x
 

  

)()()(که  -2 xgxfxh   :2وي،  نو لرو)(  xxh 

 ګراف وکاږئ.  h(x) د  -3

 د تابع لیمیټ  د جدول له لارې -4

 1 

0 .5 .8  1.2 1.5 2 

2 2.5 2.8  3.2 3.5 4 

                                           3       

په ياد ولرئ:
1 1

lim ( ) lim( 2) 3
x x

h x x
 

   او)(lim)(lim)(lim
111

xgxfxh
xxx 

  

 له پورته څخه  د لیمیټ لومړى خوي لاس ته راځي:

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

  خويونه ونود  لیمیټ                 ۱۳           

----------------------------------------------------------------------------- 

لومړى: د  لیمیټ د جمعې خوې: د د وه يا څو توابعو د جمعې لیمیټ د همغو اعدادو د 

lim)(lim)(lim)( د جمعې سره برابر دى: لیمیټ 
111

xgxfxh
xxx 

 

دويم: د لیمیټ د تفريق خوي: دا د پورته سره ورته حل لري. دا کار دې گران زده 

 کوونکي سرته ورسوي.

)(2:  که ۱ لګهیب xxg  اوxxf )(  ،وي

)()()(نو پیدا کړئ:   xgxfxf  

               کاږئ:ب( د تابع شکل  و

lim)(پ( پیدا کړۍ:      
2x

xf


         

lim)(ت( پیدا کوۍ:     
2x

xg


                    

   

  

 

 

 

)()()(حل:    الف(  2 xgxxxxfxf   

 ب(    

 

 

 

2lim)(limپ(      
2x2x




xxf 

x -2 -1 0 1 2 

f (x) 4 1 0 1 4 
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 ۱۷                                     د  لیمیټ خويونه                            

----------------------------------------------------------------------------- 

4lim)(limت( له گراف څخه لاس ته راځي:  2

2x2x



xxg 

2له دې امله لرو:  

x 2 x 2 x 2 x 2
lim lim( ) lim lim 2 2 4x x x x x
   

       

 

 گې څخه دا پايله لرو:لیله پورته ب

 دريم:  د لیمیټ د ضرب خوي: 

 د دوه يا ډيرو توابع د ضرب لیمیټ د هغو توابعو د لیمیټونو د ضرب سره برابر دى.

                        
2

axaxx

2

x
limlim)(limlim aaaxxxxx

aa



 

 لگه:یب

xxfxxgکه     )(,)(  وي، دا لاندې لیمیټونه پیدا کړئ: 2

1 1 1 1

1 1

) lim ( ) , lim ( ) ) lim ( ) lim ( )

) ( ) ( ) ( ) ) lim ( ) lim ( ) 1

x x x x

x x

a f x g x b f x g x

c h x g x f x d f x x

   

 



    
 

lim)(پیدا کړئ: 
1

xh
x 

  

()()()(a   :1limحل 2

1

2 


xxgxxxxfxfa
x

 

 

  

 

 

x -2 -1 0 1 2 

f (x) 4 1 0 1 4 
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  خويونه ونود  لیمیټ            ۱۴                

----------------------------------------------------------------------------- 

2

1 1 1

2 3 3

1 1

) lim ( ) lim ( ) 1 1 1 lim 1

) ( ) , ) lim ( ) lim 1

x x x

x x

b f x g x x

c h x x x x d h x x

  

 

       

     
                  

 

 لگه:یب 

  
2

2

2 5
( )

2 1

x x
f x

x

 



lim)(تابع لرو،  

3
xf

x
 پیدا کړئ. 

)(52د دوه توابعو  xf)(حل:  2  xxxg  12او)( 2  xxL .وېش دى 

 کې پیدا شي: 3xدای شي  لیمیټ د تابع د حل له لارې په یته نږدې شي ک  3و  xکه  

                   

19

8

132

5323

)12(lim

)52(lim

12

52
lim)(lim

2

2

2

3

2

3

2

2

33























x

xx

x

xx
xf

x

x

xx

 

 لگې څخه لاندې  لاس ته راځي:یله پورته ب

 څلورم: د لیمیټ د ويش خوي) مخرج د صفر سره برابر نه دى(:

ديوې کسرې تابع لیمیټ)يعنې يوه تابع، چې د دوه توابعو له وېش)مخرج له صفر سره 

 برابر نه 

څخه لاس ته راغلې وي( د تابع د صورت لیمیټ او د مخرج لیمیټ )مخرج له صفر  دى(

 سره 

 نابرابر دى( د وېش سره برابر دى. 
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 ۱۵                                     خويونه ونود  لیمیټ                            

----------------------------------------------------------------------------- 

 لگه:یب

x3 g(x)د      .ګراف وکاږئ او پیدا کړئ 

    
2 1 3

) lim ( ) , ) lim ( ) , ) lim ( )
x x x

a g x b g x c g x
   

 ځو:  مخ تهپه لاندې توګه : حل

الف( 
 

  
2

2 2

lim ( ) 1

lim 3 lim(3 ) 1 1

x

x x

g x

x x



 



    
   

 

lim)(2   ب( له ګراف څخه:
1




xg
x

 

 يادونه:
1 1

lim 3 lim(3 ) 2 4
x x

x x
 

       

   00)3(lim3lim)(lim)
333


 

xxxgc
xxx

 

 ته نږدې کیږي(.  cقیمتونولپاره، چې  xلپاره او د ټولو   f(x) ≥ 0)د 

 

 له پورته څخه لاس ته راوړنه:

جذر )ريښې( لاندې وي لیمیټ  د پنځم: د لیمیټ د جذر )ريښې(خوي: د يوې تابع چې 

 جذر لاندې ونیول شي.  درې تابع او لیمیټ  دواړه یبرابر دى، که چ

lim)(3پوښتنه: که 
2




xf
x

nوي،  نو 

x
xf ))((lim

2
 پیدا کړئ.

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

 لیمیټ توابعو د کسري                  ۱۸          

----------------------------------------------------------------------------- 

ه مو رل کیږي، لکه د يوې تابع حد. د مخید يوه پولینوم حد ټیک داسې شم يادونه:

 وويل،چې يو پولینوم د ساده توابعو د مختلو نښلونو څخه لاس ته راځي.

 

 تمرينونه. 

lim)(lim,0)(2که 
44




xhxg
xx

lim)(5او  
4




xf
x

 وي، نو پیدا کړئ: 

4 4 4

4 4 4

1) lim( )( ) , 2) lim ( ) , 3) lim( )( )

4) lim( ( )) , 5) lim ( ) , 6) lim(2 3 )( )

x x x

x x x

g
f g x x fg x

f

g
h x x h g x

f

  

  

 
  

 

 
 

 

 

2

4 4 4

2
7) lim( ( ) , 8) lim ( ) , 9) lim( ( ) ( ))

3x x x

h
f h x x h x f x

f g  

 
  

 
 

1

23
lim)11,)3526(lim)10

22

3

2 




 x

x
xxx

xx
 

          

 " Lmit of Rational functionsمیټلی توابعويا ماتو  -د کسري 

 موږ د پولینومونو دا لاندې ويش لرو:

1

1 0

1

1 0

...( )
( ) ; 0

( ) ...

n n

n n
mm m

m n

a x a x aQ x
R x P

P x b x b x b









  
  

  
 

00د  ، چېاو د لیمیټ په هکله يې فکر کوو b  سره
0

0

b

a
 ترې لاس ته راځي. 
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 ۱۳                              لیمیټ توابعو د کسري                            

----------------------------------------------------------------------------- 

 فعالیت: 

01موږ پولینوم 

1

1 ...)( axaxaxaxf n

n

n

n  

 لرو.  ددې پولینوم لیمیټ دx  د مختلفو

 قېمتونو لپاره څنگه پیداکولای شو؟

 شي يا صفر ته ورنږدې شي.د صفر په لورې لاړ  0xکه  -

 يوه ټاکلي عدد ته ور نږدې شي. 1xکه  -

 د ناپای په لورې لاړ شي. xکه  -

)(335که د دريمې درجې پولینوم - 23  xxxP  ولرو، نو ددې پولینوم  لیمیټ دڅلورو

 متونو لپاره پیداکړئ.یپه خوښه ق

 

قېمتونو لپاره، لکه د نورو ساده  xچې د پولینومي توابعو لیمیټ د ورکړل شوو پوهیږو، 

ر یتوابعو په څېر، چې د جمعې، تفريق،ضرب او وېش)چې مخرج صفر نه وي( په څ

 رلای شو. غواړو د ناطقو توابعويا کسري توابعو لیمیټ پیداکړو.یورکړل شوي دي، شمې

 ه،که شته وي، له مختلفو لاروڅخه کار اخلو:رلو لپارید  ناطقو توابعو د لیمیټونوشم 

که ولرو:
)(lim

)(lim

)(

)(
lim

xg

xf

xg

xf

ax

ax

ax






 0، نو د تابع خويونه د)(lim 


xg

ax
لپاره ساده کوو  او د  

 رو.یپورته پولینوم وېش، چې کسري تابع ده، لیمیټ شم

فعالیت: که 
2

42





x

x
 سره.  2xولرود  

 لپاره پیدا کړئ. 2xددې تابع حد د -

 لپاره پیدا کړئ 1xددې تابع حد د  -
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 لیمیټ يا  ناطقو توابعود کسري                 ۱۶           

----------------------------------------------------------------------------- 

 لپاره پیدا کړئ 1xد  ددې تابع حد -

 ژندورشو ولیکۍ!ید تابع پ -

 رلی شو؟یلپاره وشم 2xدا تابع څنګه ساده کولی شئ، چې پوله يې د  - 

د پورته فعالیت په بنسټ کولای شو، چې دکسري توابعو حدونه د مختلفو اعدادو لپاره 

ابع که شوني وي،  هغه ځايونو ته ورنږدې هم پیدا کړو، پیداکړو او همداسې يوه کسري ت

 په کومو کې چې تابع تعريف نه وي.

 لگې راوړو:یلپاره د مختلفو کسري توابعو څو ب موضوع د روښانولو ددې

 

 : ۱ لگهیب

 پیداکړئ:
2

lim
2

1 



 x

xx

x
 وي. دا تابع تعريف ده او لرو:1xکه 

3

2

21

1)1(

2
lim

22

1











 x

xx

x
 

lim)()1(( نو لاس ته راځي: Substitueځاى په ځاى کړو) 1xکه 
1

fxf
x




 

: پیدا کړئ:   ۳ لگهیب
3

1
lim

2

0 



 x

x

x
 

کې تعريف ده، نو  لرو:  0xحل:  دا چې تابع په 
3

1

30

10

3

1
lim

2

0











 x

x

x
 

1: پیدا کړئ:  ۷ لگهیب

2
lim

2

1 



 x

xx

x 
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 ۱۹                        لیمیټ يا  ناطقو توابعود کسري                            

----------------------------------------------------------------------------- 

 کې تعريف ده، نو لرو: 1xحل:  دا چې تابع په

0
2

0

11

211

1

2
lim

22

1











 x

xx

x 

که په يوه ځای يا عدد کې تابع تعريف نه لري، نو د مختلفو لارو يا متودونو څخه کار 

 اخلو، چې لیمیټ يې پیداکړو، که شته وي.

:   پیداکړئ: ۴ لگهیب
2

86
lim

2

2 



 x

xx

x
 

د تابع د حل له لارې نه شي  چې تعريف نه لري، نو حد 2xتابع  په  xf)(حل: دا چې 

 دای شي داسې پیدا کړو، چې د تابع صورت په  ضريبونو  تجزيه کړو.یدای. داکیپیداک

)2(

)2)(4(
lim

2

86
lim

2

2

2 








 x

xx

x

xx

xx
 

2xته نږدې شي، دا مانا لري، چې   2و    xد تابع  لیمیټ که   .دى 

lim)4(دا کسري تابع و  
2




x
x

  ېږي او لاندې لیمیټ لري:رالنډ  

242)4(lim
2




x
x

 

:  پیداکړئ:  ۵ لگهیب
16

4
lim

16 



 x

x

x
 

    وي.16xيعنې بايد   کې تعريف نه لري 16xګورو، چې تابع په 

abپه ياد ولرئ چې:    اوab .يو د بل مزدوج دي 

 سره ضرب کړئ.4xله مزدوج  4xورته تابع صورت او مخرج د حل: د پ
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 لیمیټ يا  ناطقو توابعود کسري                ۳۱            

----------------------------------------------------------------------------- 

            

8

1

416

1

4

1
lim

)4)(16(

)16(
lim

4

4

16

4
lim

16

4
lim

16

16

1616


































x

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

 

  

پیدا کړئ:     :۸ لگهیب
21

3
lim

3 



 x

x

x
      

کې تعريف نه لري، نو مخرج او صورت د مخرج په مزدوج ضربوو  3xحل: تابع  په 

 اولرو:

3 3

3

3

3

3 3 1 2
lim lim

1 2 1 2 1 2

(3 )( 1 2)
lim

( 1 4)

lim 1( 1 2)

lim ( 3 1 2 4

x x

x

x

x

x x x

x x x

x x

x

x

 







   
 

     

  


 

   

     

 

 : ۳ لگهیب

پیدا کړئ:         
1

5
32

5

lim
21 




 x

x
x

 

 کې تعريف نه لري، نو  په لاندې توګه مخ ته ځو: 1xحل: تابع په 
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                    ۳۱                             لیمیټ  د کلاسیک لارې د  کسري اعدادو            

----------------------------------------------------------------------------- 

5
2

10

)11)(3)1(2(

10

)1)(32(

10
lim

)1)(1)(32(

)1(10
lim

)1)(32(

1010
lim

1

32

15105

lim
1

5
32

5

lim

1

1
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2121










































xx

xxx

x

xx

x

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

 

                              لیمیټ:   د کلاسیک لارې د  کسري اعدادو

يې بولو:  xg)(ړنې لاندې نیسو، چې یڅ داوس يوه بله تابع 
1

2
)(

2






x

xx
xg        

تابع د تابع کوم  xg)(ځای ته نږدې شي، نو د  1xدلته هم دا پوښتنه کوو، چې که 

موږ                                                                 قېمتونه  غوره کوي:

د مخ لورې) کیڼې لورې( ته خورا نږدې پروت  1xبیا هغه ځای په پام کې نیسو، چې 

 ا ښۍ لورې ته خورا نږدې پروت وي:وروسته ي 1xوي او هغه ځای، چې د 

   

2

2 2

2

2 2

(1 ) (1 ) 2
(1 )

(1 ) 1

(1 2 ) (1 ) 2 3
3

(1 ) (1 ) 2
(1 )

(1 ) 1

(1 2 ) (1 ) 2 3
3

h h
g h

h

h h h h h
h

h h

h h
g h

h

h h h h h
h

h h
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                                                 لیمیټ  د کلاسیک لارې د  کسري اعدادو         ۳۳          

----------------------------------------------------------------------------- 

 اوس داسې تشريح کوو:دا دواړه   لاس ته راوړنې يا پايلې  

ځای ته ناپای نږدې  1xراونیسو چې   ناپای کوچنۍ  وټاکو، يعنې هغه ځايونه hکه 

  1xد   3ناپاي نږدې پراته وي. عدد   ته 3پراته وي، نو د  تابع  ارزښتونه به هم و  

lim)(3حد قیمت دى.  ددې لپاره لیکو:      تابع  د xg)(ځای لپاره د 
1




xg
x

  

 

 تمرينونه:

 د لاندې معادلو حدونه پیدا کړئ، که شته وي.  

           

2

4
lim)8

2

5

4

1

2

lim)7

)
4

1
)(

4

11
(lim)63

1

3

1

lim)5

9)32(

75
lim)4

4)2(
lim)3

)52(lim)2)3526(lim)1

4

2

2

40

2

2

0

2

0

7

1

23
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x

xxxxx
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                                                             ۳۷                                   د مثلثاتي توابعو حدونه                  

----------------------------------------------------------------------------- 

 Limit of trigometric function د مثلثاتي توابعو حدونه

                   

 

 فعالیت: 

lim  _ دساين پوله يعنې  sin x
x a

2;0]وقیمتونولپاره پیدا کړئ،که د مختلف  x د   ]x   

 وي:

 وي.60xوي._ که  45xوي.  _ که  30xوي. _ که  0x_ که 

 وې.2xوي._ که 270xکه  -وي.135xکه  -وي. 90x_ که 

 لیمیټ پیدا کړئ.xcosد پورته ورکړشوو قیمتونولپاره د کوساين  -

1په راديان ورکړ شوی وي، نو   xقضیه: که  
sin

lim
0x


 x

x
 دى.  

لپاره تابع x=0ښوونه: د
x

xsin
ناټاکلې بڼه تعريف نه لري او 

0

0
 لري.  

او  0xموږ غواړو، د
x

xsin
لپاره  په لاندې ډول يو جدول ولیکو) په پورته مساوات  

  ږي(:یپه راديان اندازه ك xكې 
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                                               عو حدونهد مثلثاتي تواب                           ۳۴         

----------------------------------------------------------------------------- 

x 
xsin 

x

xsin
 

 په راديان په درجه 

10 1745.0 1736.0 9948.0 

5 0873.0 0872.0 9988.0 

3 05235.0 05233.0 9996.0 

1 0174532.0 0174524.0 9995.0 

'30 00872664.0 00872653.0 99999.0 

'6 00174532.0 00174532.0 1 

'3 00087266.0 00087266.0 1 

'1 000291.0 000291.0 1 

. 

. 

.  

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

. 

 

1لپاره   xپه پورته جدول کې گورو، چه د 
sin

lim
0


 x

x

x
  قیمت غوره کوي.  

1رنیزه توګه د  یپه شم
sin

lim
0


 x

x

x
 ښوونه په لاندې ډول مخ ته بیايو:   

ده  1ODOAاو OD( اوشعاع يې1يوه دايره په پام كې نیسو چې د هغې مركز )

 C يو عمود رسموو،  چې دا وړانګه په ODى څخه پرله ټک A)لاندې شکل وگورئ(. د

 ټکي کې غوڅوي.
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                                        ۳۵                    د مثلثاتي توابعو حدونه                                    

----------------------------------------------------------------------------- 

ښه د  څخه غځیدلې كر OAټکي باندې  پر دايرې يو مماس رسموو، دامماس له  په Dد  

B  .په ټکي كې غوڅوي 

 سره تړو: Dد    Aاوس 

 موږ لرو : 

 

 

 

 

 

xAD    په راديان اندازه کیږي، نو لرو:  xدا چې  


 

لاندې نا مساوات لرو:  له پورته شکل څخه


 AOCAODOBD 

 همداسې لرو:

               xODxODxx tan.
2

1
.

2

1
sin.cos

2

1 2     

ږدو او د نامساواتو ټولې خواوې په دوو كې ضربوو، نو   1ODپه پورته نامساواتو کې 

xxxxلرو:         tansin.cos  

x            يا په همدې ډول لیکلاى شو:  
x

x
xxx sin

cos

sin
sin.cos  

xکه د  پورته نامساواتو ټولې خواوې پر 
x

x
xxx sin

cos

sin
sin.cos   وويشو، نو لرو: 

DB
OD

DB
x

OC
OA

OC
x

AC
AC

OA

AC
x







tan

cos

1
sin

A

B

tan

D
CO

x

x
x

sin

xcos

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

                                            د مثلثاتي توابعو حدونه                           ۳۸         

-----------------------------------------------------------------------------  

          
xx

x
x

cos

1

sin
cos  

x           يا:    
x

x

x
cos

sin

cos

1
 

                           x
x

x

x xxx
coslim

sin
lim

cos

1
lim

000 
 

دا چې د  0x
  

1cosلپاره   x:دى، نو لرو 
 

 

                  1
sin

lim
1

1

0


 x

x

x
 

         1
sin

lim1
0


 x

x

x
 

1گورو چې په عین وخت کې 
sin

lim
0


 x

x

x

کوچنی دى، نو له دې  1لوی او هم له يو  1له 

1          نامساواتو څخه دا لاندې مساوات لرو:
sin

lim
0


 x

x

x

 

 

0x   پام: که
2

π
   اوx :و لیکو، نو دا لاندې ترې لاس ته راځي 

α

sinα

α

sinα

α

α)sin(

x

sinx










 

              


sin
lim

sin
lim

00  


xx x

x
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                                     ۳۳                      لیمیټ  د کلاسیک لارې د  کسري اعدادو                  

----------------------------------------------------------------------------- 

 له پورته دواړو  مساواتو  څخه غوښتنه لاس ته راځي:

 1
sin

lim
0


 x

x

x
          

 

    :۱ لگهیب
x

2xsin 
lim

0x
 پیدا کړئ. 

او 0وي، نو  0xاوکه  x2حل: که 
x

x

2

2sinsin





 لرو.  

     له پورته مساواتو څخه  لاس ته راځي:

       212
2

2sin
lim21

sin
lim

00


 x

x

x




 

 :  ۳ لگهیب

وښاياست  
x

x

x 2

5sin
lim

0
  

xyکه  5  0وي اوx 0،  نوy :هم لرو 

                

y

y

x

x

x

x

x

x

sin

2

5

2

5sin

2

5

)2(
2

5

5sin

2

5

5

5sin





 

     له دې امله لرو:
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                                                           لیمیټ  د کلاسیک لارې د  کسري اعدادو          ۳۶        

----------------------------------------------------------------------------- 

                  
0 0 0

5 sin sin 5 5
lim lim lim

2 2 2

5 5
1

2 2

x x x

y y x

y y x  
 

  

 

 

 تمرينونه:   دا لاندې غوره قضیه وښاياست.

1په راديان ورکړ شوی وي، نو لرو   xکه 
tan

lim
0


 x

x

x
   او لاندې اجرات وکړئ: 

 په ترمونو ولیکئ.xcosاو  xsinد xtanالف( تانجنت 

ب(   
x

tanx
 په ترمونو و لیکئ. xcosاو xsinد  

 پ(  دپورته قضیې لیمیټ پیدا کړئ.

 ت( ايا قضیه رښتیا ده؟ 

 لاندې لیمیټونه )حدونه(وشمېرئ.

2

20 0 0

0 0 0

2

20 0

π
sin(x )

sin x 161) lim , 2) lim , 3) lim ,
π x 1 tan x

x
6

sinx x tan 2 x
4) lim , 5) lim , 6) limsin 5 cos3

x sin 3x

tan(2 x 1)
7) lim , 8) lim cos 2 x cosx 1 sin )

4 x 1

x x x

x x x

x x

x

x
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                                    ۳۹                      لپاره  لیمیټ x د                                       

----------------------------------------------------------------------------- 

 لیمیټپوله ارزښت يا لپاره   x د 

د
( )

; ( ) 0
( )

Q x
P x

P x
 رل، چې یپاره مو لیمیټونه وشمکسري توابعو لx  .په خوښه وو 

اوس 
( )

; ( ) 0
( )

Q x
P x

P x
   رو، که  یلپاره لیمیټونه  غواړو و شمx.وي 

 

 فعالیت: 

زده کوونکي دې  د هرې  لاندې تابع د حد  له شمېرلو د مخه، د  توابعو گرافونه انځور 

دې ته پام وي،چې دا څنگه په تعريف شوې ورشوې کې او په گرافونو کې دې يې   کړي

 ځغلي.

لومړی: 
2

5
lim

 xx
 پیدا کړئ. 

وېشنه په يوه ډېر لوی )ناپای( مثبت)منفي( عدد باندې يو  ډېر کوچنی مثبت) منفي(  5د 

عدد ورکوي يعنې 
5 5

lim 0
2x x




 

 
. 

لري، چې له پورته او کښته ګراف ته ور نږدې  0yيو  پروت اسیمپتوت fGګراف 

 ږي.    یک

دويم: 
1

3
lim





 xx
 پیدا کړئ.  

وېشنه په يوه ډېر لوی مثبت)منفي( عدد باندې يو  ډېر کوچنی مثبت) منفي( عدد  3د 

ورکوي يانې 
3 3

lim 0
1x x





 
 

 
 . 

لري، چې له پورته او کښته ګراف ته ور نزدې  0yيو  پروت اسیمپتوت  fGګراف 

 کیږي.    

دريم: 
xxx 2

5
lim

2 
 پیدا کړئ. 

 ستر رول لوبوي. د مربع کونې له لاري  هر عدد مثبت 2xپه مخرج کې  يوازې 
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                                                          لپاره  لیمیټ x د                       ۷۱                

----------------------------------------------------------------------------- 

وچنی مثبت عدد ترې په يوه ډېر لوی مثبت عدد ووېشل شي، نو يو خورا ک 5ږي.که یک

لاس ته راځي، يعنې








0

5

2

5
lim

2 xxx
 

 لري،  يوازې له پورته لور  ور نږدې کېدنې سره. 0yيو  پروت اسیمپتوت  fGګراف 

څلورم: 
2

3
lim

2 



 xx
 پیدا کړئ. 

وېشنه په يوه ډېر لوی  3د ږي.د مخرج مربع کونې سره  منفي عددونه هم مثبت کی

مثبت عدد باندې يو  ډېر کوچنی منفي عدد ورکوي يانې












0

3

2

3
lim

2xx
. 

 لري،  يوازې له کښته ګراف ته ور نږدې کېږي.    0yيو  پروت اسیمپتوت  fGګراف 

 

 اصول:  رېدنې یترې تله صرفنظر کونې يا يا ترې  -د پرېښودنې 

لومړی: 
2

1
lim

2 



 x

x

x
 پیدا کړئ. 

توان په پام کې نیسو  او همداسې  2xجگعدد)توان؟(، په مخرج کې د  xپه صورت کې د  

 لنډيږي.   xله ټولو ثابتو تېرېږو )ټولې ثابتې پريښول کیږي،صرف نظر ترې کیږي( او بیا 

په  ډېر لوی  مثبت)منفي( عدد ووېشل شي،  نو  1که 









0

1
limlim

2

1
lim

22 xx

x

x

x

xxx
 ترې لاس ته راځي. 

 

 ږي. یي، چی له پورته او کښته ورنزدې کلر 0y ګاونډ)مجانب(پروت  fGره ی)څ 

دويم:  غواړو د
2

2
lim

2





 x

x

x
 تابع  حل پیدا کړو.

له ټولو توانونو په پام کې نیولو  او  له ټولو   xاو په مخرج کې د  2x: په صورت کې د حل

  سره لنډوو. په روښانه توګه  ټول حدونه  xثابتو تريږو)صرفنظر ترې کوو( او بیا يې د 

لاس ته راځي يعنې 





x

x

x

x

x

xxx
limlim

2

2
lim

22

. 

په اندازه  1مائله اسیمپتوت راکوي، ځکه چې د صورت درجه له مخرج څخه د  fGشکل 

 ستره ده. 
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                                      ۷۱                    لپاره  لیمیټ x د                                       

----------------------------------------------------------------------------- 

دريم: 
xx

x

x 23

22
lim

2

2






 پیدا کړئ. 

رېږو او بیايې یټول توانونه په پام کې نیسو او له ټولو ثابتو ت 2xپه صورت او مخرج کې د

 سره لنډوو. 2xد

 ټولې پولې په روښانه توګه
2

3
 راکوي

يعني
3

2

3

2
lim

3

2
lim

23

22
lim

2

2

2

2












 xxx x

x

xx

x
                    

 ده.     3/2yپرته اسیمپتوت راکوي، چې  fGشکل 

څلورم: 
2323

122
lim

23

2





 xxx

xx

x
 پیداکړئ 

له ټولو کوچنیو  3xاو په مخرج کې  د څخه کوچنیو ټولو توانونو  2xپه صورت کې له 

ووېشل شي، نو يو کوچنى مثبت يا   په  2ريږو. که یتوانونو   او همداسې  له ثابتو ت

منفي عدد   يعنې


















0

2

3

2
lim

3

2
lim

2323

122
lim

3

2

23

2

xx

x

xxx

xx

xxx
ترې  

 لاس ته راځي.

لري، چې له پورته او کښته لور ورنږدې  0yيو پروت اسیمتوت  fGره( یشکل)څ

 کیږي.

 

 (:رنې له لارې حلی)د شمرنیز حلونهیشم

اول: 
2

1
lim

2x

x

x




 رئ.یوشم 

سره لنډونې  2xله نوکانو)لینده کیو ياقوسونو( راوستنې او بیا د  2xپه صورت او مخرج  

ترمونه صفر ته  يعنې صورت په لور،  صفرپه لور ځي او صورت د 1مخرج د  وروسته

 ږي.ینزدې ک

 

2

2 2

2

22

1 1 1 1
1 0

lim lim lim 0
222 1

1² 1
x x x

x
x x x x x

x
x

xx
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 ټولیز خويونه:                          ۷۳            

----------------------------------------------------------------------------- 

يوه مايله اسیومپتوت)مجانب( لري، ځکه چې د صورت درجه د مخرج له  fGشکل 

 ده. کوچنۍ 1درجې څخه په 

 

 :رئیيم: وشمود
22

12
lim

24

2





 xx

x

x
 

او بیا  له نوکانو يا لیندکیوبهر نیسو  4xيعنې x په صورت او مخرج کې هغه د لوی توان

 رنیزه عملیه مخ ته بیايو ، نو لاس ته ترې راځي: یپه ترتیب شم

     

4

2 4 2 4

4

2 42 4

2 1 2 1
0

lim lim 0
2 22 2 1

11
x x

x
x x x x

x
x xx x




 

    
    

 
   

 

 

 

 ټولیز خويونه:
 

 :: پیداکړئ۱لگهیب
1

23
lim

2





 x

x

x
 

رېږو، یلګه کې داسې مخ ته تللي يو،چې په صورت کې له ټولو عددونو څخه تیپه پورته ب

کوچنی يعنې صفر وي او په صورت کې له ټولوهغو  1ه چې  د خپلواکې متحولې توان ل

څخه کوچنى وي.. ګورو، چې په صورت کې  2ريږو،  چې توان  يې له یخپلواک متحولو ت

x منفي ناپای په لور -له کوم ضريب سره   پاتې کیږی، له دې امله  پورته تابع د مثبت

 ځي.
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lim
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lim
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23
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: : پیدا کړئ۳ لگهیب
2

1
lim

2

2





 x

x

x
 

څخه تېرېږو او بیا صورت او  2او مخرج کې له  1لګه کې  په صورت کې له یپه پورته ب

 xپه يوه ثابت عدد وېشل دي. چې د  xويشو. لاس ته راوړنه يې د   xمخرج په 

ته ځي، يعنې:  0تابع سره 





0

2

1
lim

2

2

x

x

x
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 ۷۷                              دنهیناپرېک                                      

----------------------------------------------------------------------------- 

:  : پیدا کړۍ۷ لگهیب
xx

x

x 23

22
lim

2

2






 

سره يې لنډوو او په دې  2xرېږو او د یڅخه ت x2او مخرج کې له  2په صورت کې له 

ډول لاندې پايله لرو:      
3

2

23

22
lim

2

2






 xx

x

x
 

 

 تمرينونه:  

 رى:ید لاندې تمرينونو حدونه د پورته ورکړشوو مختلفو لارو له لارې وشم

 

1

23
lim

5

7
lim

5

9
lim

43

6
lim

6
lim

2

3

23

24

25

3

24
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 ”Continuity“ دنه(یمتماديت)ناپرېک

 

په دې برخه کې لولو ، چې يوه تابع په يوه ټکې يا يوه اېنتروال کې کوم حالت د درس  

غوره کوي. ايا دا تابع  په کوم ځای کې ټوپ وهي، يا پرې کیږي او که  يا په  متمادي 

 ې ځغلي.ډول د اينتروال په دننه کيعنې نه پرېکیدنې 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

 دنهیناپرېک                         ۷۴             

----------------------------------------------------------------------------- 

 موږ په دې موضوع د تابع متماديت څیړو او متماديت تعريفوو

 فعالیت: 

 لاندې توابع لرو:

2 1 | |
( ) 1 , ( ) , ( )

x
f x x f x f x

x x
    

 عو شکلونه وکاږئ.د دې درې تواب -

وگورۍ، چې د توابعو گرافونه څنگه ځغلي. په کومه تابع کې گراف تړلى ځغلۍ او  -

 چرته ماتیږي، ټوپ وهي او ...

 له پورته فعالیتونو څخه لاندې پايله لرو: 

 

 Continuous functions د توابعو  متماديت    

ه کوو او د متماديت ړنیپه دې موضوع کې موږ د يوې تابع د متماديت په هکله څ

 . ( ورکووژند)تعريفیپ

 پیژند:

متمادي   bتابع په  fد  ساحه( کې يو حقیقي عدد وي. -تابع تعريفورشو )  fد     bکه

ګراف  داسې وکښلى شو، بې له دې چې د   fنږدې  د  (b.f(b))ږي، که د  ټکي یبلل ک

 پنسل څوکه له کاغذ څخه پورته کړو.  

)(1له دې امله  2  xxf  تابع  او
1

( )
x

f x  تابع دbx  .په ټکي کې متمادي ده 

 
| |

( )
x

f x
x

  0تابع پهx  م مخ کې(– ۵) څیره په ږي.یک ټوپ وهيمتمادي  نه ده يانې  
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 ۷۵                              نهدیناپرېک                                      

----------------------------------------------------------------------------- 

axتابع په   غیر متمادي  ده، که پرې شي)تشیا ولري(، ټوپ ووهې او يا ماته شي.  کې 

1لرو: 
||

lim
0


 x

x

x
1او  

||
lim

0


 x

x

x
نو له دې امله  

x

x

x

||
lim

0
يعنې  کې نشته 0xپه   

 په  ټکي کې متمادي نه ده. 0xتابع د 

     

 : ۱ لگهیب

که 
2 1 ; 1

( )
1 ; 1

x x
f x

x x

 
 

 
 وي، نو:  

                      الف( د تابع ګراف وکاږئ.                                           

ب( پیدا کړئ   
x 3

lim ( )f x


            

پ( پیداکړئ: 
1

lim   f(x)
x 

 

 وي.   کې  متمادي 1xاو  3xکه  تابع په 

 حل:  

 .دې د ګرانو لوستونک دنده ويالف(  ګراف 

        ب(
7)3(

7)12()(lim
3






f

xxf
x                               

 پ(
0)1(lim)(lim

3)12(lim)(lim

11

11













xxf

xxf

xx

xx 

    : ب ( او پ(  له مخې لرو د 
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 دنهیناپرېک                                ۷۸                

-----------------------------------------------------------------------------           

                )(lim)(lim
11

xfxf
xx  

 

 ده.پرېکیدونکې کې  1xاو   ناپرېکیدونې 3xله دې امله تابع په 

 :۲ لگهیب

که  















0;3

0;
3

)(

x

x
x

xx

xf .وي             

 الف( فنکشن رسم کړۍ

 کې  متمادي  ده او که نه؟        0xاو  2xړئ، چې تابع په یب(   و څ

 حل:  الف( د تابع ګراف لپاره 

 x -2 -1 0 1 2 

f(x) 5 2 3 2 5 

lim   ب(   
2x

f(x) = lim
2x

 
x

xx 3 
 =  lim

2x

 (x
2
+1) = 2

2
+1 = 5         

                  f(2) = 
2

223 
 =  

2

10
 = 5 

لیمیټ شته او fله دې امله د 
2

lim  f(x) = f(2)
x

 وي. 2xى، نو تابع متمادي دی که  د

 x = 0وي دې   

1lim)(lim

1lim)(lim

3

00

3

00



















x

xx
xf

x

xx
xf

xx

xx
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 ۷۳                           دنهیناپرېک                                      

----------------------------------------------------------------------------- 

lim)(1د دې معنا دا ده، چې 
0




xf
x

)0(3او په دې معنا دى، چې  f 

lim)()0(دا  دا معنا لري، چې  
0

fxf
x




    

  .کې غیرمتمادي ده 0xتابع په 

که   :۳لگهیب
2 9

3 , ( )
3

x
x f x

x


  


 وي. 

 کې  متمادي  ده؟  3xتابع  په  xf)(ايا 

   تعريف نه  لري،  نوله دې                    f)3(حل: تابع 

 .متمادي نه  ده کې  3xامله تابع  په

 رو درسونو څخه لرو:یلګې او د تیله دې ب

 :(ژندیپتعريف )

cxلپاره  په همغه واز اينتروال کې چېxيوه تابع وي، چې د ټولو fکه    لري

cxتابع  په fد  ،نو تعريف وي  ږي، که دا  لاندې شرايط  پوره یکې متمادي  بلل ک

 :وي

 تعريف  وي.   xf)(که  -1

lim)(که -2
cx

xf


 شته وي )موجود وي(. 

که   -3
x c
lim ( ) ( )f x f c


 .رښتیا وي 

),(که تابع د ټولو  bax لپاره متمادي وي، نو تابع په وازاينتروال),( ba  کې هم

 متمادي ده.
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 دنهیناپرېک                           ۷۶           

----------------------------------------------------------------------------- 

 :۴ لگهیب

که 









1;4

1;12
)(

2

xx

xx
xf    .وي 

 رته غیرمتمادي ده. یرته متمادي او چیوګورئ، چې تابع چ

 تعريف لريfکې  1xحل:  په 

         

2

1 1

1 1

1 1

( ) 3

lim ( ) lim (2 1) 3

lim ( ) lim (4 ) 5

lim ( ) lim ( )

x x

x x

x x

f x

f x x

f x x

f x f x

 

 

 



  

  



 

 کې  غیرمتمادي  ده  x = 1له دې امله تابع په

 

 :    ۵ لگهیب

که  

22 1 ; 2

( ) 3 ; 2

3 ; 2

x x

f x x

x x

  


 
  

 ړئ.یکې وڅ 2xع متماديت په تابxf)(وي، نود  

)2(3کې تعريف لري او لرو  2xپه  xf)(حل:  تابع  f   

           

5)(lim5)1(lim)(lim

)(lim)(lim

5)3(limlim

2

2

22

22

22



















xfxxf

xfxf

x

xxx

xx

xx

 

)(3دا چې  xf 2(دى، نو له دې امله()(lim
2

fxf
x




. 
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 ۷۹                     دنهیناپرېک                                      

----------------------------------------------------------------------------- 

 کې غیرامتمادي ده.  2xدا په دې معنا دى، چې تابع په 

 

 : ۸ لگهیب

     که
2 2

2sin ;
2

( )

;
2

x x

f x

ax x









 
  


  وي، نو: 

a یدا کړئ،  چې داسې پ f    په
2

π
 x =  .کې متمادي وي 

;lim)(2حل:       
4

)(lim

2

4

2






xfaxf
xx





 

)(xf :متمادي ده، نو له دې څخه لاس ته راځي 

a 
4

π 2

+ π
2
 =2 

 و

  = 
4

a
π

2
 =2 - π

2
 

                       a π
2  

= 8 – 4 π
2  ⇒  a = 

2 π

8
 - 4 

  

 تمرينونه:

رته تعريف ده یيوه په خوښه تابع ولیکئ او د تابع ګراف وکاږۍ او وګورئ، چې تابع چ -1
      وښاياست. او متماديت يې
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 ........................                                    يا د متمادي                     ۴۱                

----------------------------------------------------------------------------- 

 متمادي يا غیرمتمادي دي.، چې تابع په ورکړشوي ټکي کې ۍړیڅوپه لاندې پوښتنو کې 

0;
||

)()73;|3|)()6

3;
)3(

1
)()52;

52

8
)()4

1;
52(

3
)()33;)2(5)()2

32

2

2

72

















x
x

x
xgxxxf

x
x

xfx
x

x
xf

x
xx

x
xfxxxxf

 

 

 

 توابعو خويونه  يا ناپرېکیدونکو د متمادي

 

 دلته دا خويونه همغه د  لیمیټ خويونه دي.

 

 فعالیت: 

 توابعو جمع  پیداکړئ:   gاو  fد  -1
                 ............))((  xgf 

 متمادي دي، نو: کې 2xتوابع په  gاو  fد  -2
          


)(lim&............)(lim xgxf

axax
 

 د لیمیټ قیمتونه استعمال کړئ: -3
lim( ( ) ( )) lim( )( )

.................. : ...

....................... : ... ( )( )

x a x a
f x g x f g x

f g a
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                       ۴۱........................              يا د متمادي                                     

----------------------------------------------------------------------------- 

)(له دې امله  gf   پهax  .کې متمادي ده 

cxتوابع په  gاو  fکه   کې متمادي وي، نو د لاندې توابعو څخه يې هره يوه پهcx  

 کې متمادي ده.

gf  د توابعو جمع  -1               

gf د توابعو تفريق   -2         

gf د توابعو ضرب  -3           

;0د توابعو وېش        g
g

f
            

 :  ۸لگهیب

)که  ) sin 1f x x   2او( ) 3 2g x x x   :وي، نو 

1-    f   اوg   1پهx .کې متمادي دي 

 ړئ، چې ايا یوڅ   -2

)()(13sinالف(     2  xxxxgxf  او 

sin)1)(13(ب(    22  xxxx   1پهx .کې متمادي  او که غیرمتمادي دي 

11sin)1()(lim)1حل:                                
1




fxf
x

 

    کې متمادي  دى.1xپه   fو ن 

        2)1()(lim
1




gxg
x

 

 کې متمادي ده. 1xپه   g نو 
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 ........................                                    يا د متمادي                           ۴۳          

----------------------------------------------------------------------------- 

 الف(: -2

               
))(()()(

)23()1(sin13sin) 22

xgfxgxf

xxxxxxa




  

 کې متمادي ده. 1xد متمادي توابعو جمع  په 

    ب( :
))((

)()()23)(1(sin 2

xgf

xgxfxxx




  

 ى. ادي دکې متم 1xنو د متمادي توابعو  ضرب په 

 

 :۳ لگهیب

)(1,)(23که  xxgxxf ړئ، چې ايا یوي، وڅ)()( xgxf  2پهx  کې 

         متمادي ده.        

             حل:

)()(له پورته څخه لاس ته راځئ، چې  xgxf   متمادي

2

2

2

2

2 2

lim ( ) (2) 3

lim ( ) 4 (2)

( ) ( ) 3 2

lim ( ) ( ) 3(4) 2 2 12

lim ( ) lim ( ) (2) (2) 3.4 12

x

x

x

x x

f x f

g x g

f x g x x x

f x g x

f x g x f g







 

 

 

   

    

     

 ده.

کې ګراف متمادي تابع په ګوته کوي يا ښايي، هلته چې [a,b] د انتروال په  دکیڼې لورې  بن

)()( bfaf .دى 
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                      ۴۷........................               يا د متمادي                                     

----------------------------------------------------------------------------- 

)()(که ولرو  bfkaf    ګراف له))(,( bfb  

 ټکي ځخه نشي انځورېدلی تر څو افقي کرښه

 ky   د ثابتېk  .سره غوڅه نه کړي    

 له پورته څخه دا لاندې غوره جمله لیکلی شو:

ترمنځ  پروت وي، نو هلته  bاو aد  kکې متمادي او [a,b]په بند اينتروال  fکه تابع 

 دى. f(c) = kترمنځ  شته، داسې چې  f(b)او f(a)د c لږ تر لږه يو عدد

f(x) = x:  که ۳ لگهیب
3
 + 4x ,  x  [1,2]  وښايئ، چې يو   وي، نوc  (1,2)  

 وي.  f(c) = 11شته، داسې چې

 کې متمادي دى.  [1,2]په بند اينتروال   fدى نو يو پولینوم   xf)(حل:  

 لرو:  لاندې

)2()1(,16115

16)2(48)2(;5)1(41)1( 3

ff

ff




 

)(11شته، داسې چې  c)2,1(له دې امله يو عدد  cf .دى 

 : ۴ لگهیب

که 









02;|10|

21;42
)(

2xx

xx
xf :ي ، نو 

 الف( وآزمايئ، چې تابع متمادي ده.

)(6شته داسې چې  c)20,1(وب(  وآزمايئ، چې ي cf  دى او دc  ارزښت پیدا

 کړئ.

 حل:
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 ........................                                    يا د متمادي                          ۴۴           

----------------------------------------------------------------------------- 

   
8210)(lim

842)(lim

2

2













xf

xxf

x

x 

 له دې امله لرو: 

                           
8210)(

8)(lim)(lim)(lim
222




 

xf

xfxfxf
xxx 

 کې متمادي ده. [20 ,1-] ګورو چې تابع  په  

           
) ( 1)2 1 4 2

(20) | 20 10 | 10 ( 1) (20)

b f x

f f f

   

    
 

1062په دې اساس  لرو:         

)20,1(:)(6 له دې امله لرو:      cfc 

      

)20,2(4610

)20,2(16610

6|10|

)2,1(122642









xx

xx

x

xxx

 

= 6        10x  ⇒  

 دي.16 ,4 ,1  ارزښتونه   cد 

 

 : ۵بیلګه 

-] f(x) = 2 sin x + 3; xکه وي:   
2

π
,

2

π
 ، نو وښايۍ چې ,[
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                      ۴۵........................               يا د متمادي                                     

----------------------------------------------------------------------------- 

[نشاد دهید که  
2

π
,

2

π
 [-  c   شته دۍ د کوم لپاره چېf(c)=4  او c  .پیدا کړۍ 

ددی ، نو له دې  تابع د ساين   fحل :   تابع 

  متمادي دی. fامله  

f(-
2

π
) = 2 sin -

2

π
 + 3 = 2 (-1) + 3 = 

1 

f(
2

π
)  = 2 sin 

2

π
 + 3 = 2 (1) + 3 = 5 

f(-
2

π
) ≠ f(

2

π
 : مو، لرو   (

 5 > 4 > 1      :لروو دی ا متمادي fتابع 

 

 

 

 ټکي ټکي د ساين ګراف دی.

 ۷کې ضرب کړۍ او  ۷دا ګراف که په 

 ورزيات کړي د بیلګې ګراف راکوي.

) c، که په دې معنا چې اد , )
2 2

 
    د هغه لپاره ، ويموجود f(c) = 4  کوي صدق. 

 :   نو په لاس راځي، کړو پیدا   c که د دې لپاره 

f(c) = 2 sin c + 3 = 4 

2 sin c = 1 ⇒ sin c = 
2

1
 

              ⇒  c = 
6

π
 

و  ا f(a)،  دیمتمادي کې   [a,b]انتروا ل  په  f چې ،ايدل کیږي، اضح څخه وگراف له 

f(b)  نو، ې لريمتضادې علام  c   د د منځنۍ ارزښت قضیې په بنسټ  f(a)  واf(b)  په 
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 ........................                                    يا د متمادي                      ۴۸               

----------------------------------------------------------------------------- 

په منځ کې داسې شتون لري، چې له هغې    bوا aد  Cته  لږ تر لږه يو  K=0 منځ کې و 

 .لاس ته راځي   f(c) = 0 نتیجه 

 .يو حل دی  f(x) = 0  د برابرون يا مساوات   x=c دا په دې معنا، چې 

 :   ۶لگهیب

)(235که   3  xxxf  وي، نو وښايئ،چې دf  تابع  دx -(2.3) حور  په اينتروالم 

 کې غوڅوي.

 کې متمادي دى. [2,3]په اينتروال  fپولینوم تابع ده ، نو   fحل:

1923)3(53)3(

523)2(52)2(

3

3





f

f
 

 (2) (3)f f.او د متضادو مخنخښو)علامو( سره 

)لپاره لرو چې  c)3,2(له دې امله د  ) 0f c    .دى 

 یرمتمادي توابع هغه دي، چي په  يو کوم ځاي کې تعريف نه ويلنډ:  غ

 

 تمرينونه: 

 وښايئ چې  تابع په ورکړ شوي ټکي کې متمادي ده.

4;
)2(

1
)()3

1;
2)(5(

3
)()2

2;)1(2)()1

3

22

2

53















x
x

xx
xh

x
xxxx

x
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xxxxf
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تشريح کړئ، چې ولې تابع  -4 
x

23x 
f(x) =   0پهx کې غیرمتمادي ده؟ 

که   -5 3,2,2
18

)(  x
x

xf  3,2(وي، و ښايئ چې(c  شته داسې چې

10)( cf وي اوc  .پیدا کړئ       

 وښايئ چې د لاندې مساوات لپاره  يوحل شته:  -6

 2,1;0143  xxx 

,(وي دې:  -7
2

(;cossin)( 


 xxxxf0وښايئ، چې مساواتcossin  xx   

,(په اينتروال 
2

( 


 کې يو حل لري. 

 وي دې:  -8

2 2 ; 1 3
( )

13 2 ; 3 7

x x
f x

x x

    
 

  
 

 کې يو متمادي تابع دی؟ 0xپه   fالف(  ايا  

)(0داسې پیدا کړئ، چې  c)7,1(ب(  cf .وي    

 

 " Chapter Summary "د لـــومړي څپـــرکي ټولګه      

 ژند:یپ

ته لاړ شي. په دې معنا چې   cحقیقي عدد تړلى يو x لري، که  Lتابع  يو لیمیټ xf)(د 

)(xf لپاره، چې تړلیL ته ځي دا دى، چېx   تړلیc   :ته لاړشي او داسې يې لیکو 
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)د   ), ff x x D0تابع دx په ځاي کې يو کیڼ اړخیز لیمیټ
0

0

lim ( )l
x x
x x

a f x



  ،لري

)که د هر ترادف )nxلپاره، چېn 0غړي يې دx کیڼ لور ته پراته و ي او د توابعو

)ارزښتونه  )nf x  دla  .په لور هڅیږي 

 په ورته توگه ښى اړخیزه لیمیټ:  

)د   ), ff x x D0تابع دx په ځاي کې يو ښى اړخیز لیمیټ
0

0

lim ( )r
x x
x x

a f x



  ،لري

)که د هر ترادف )nx لپاره، چېn  0غړي يې دx ښي لور ته پراته و ي او د توابعو

)ارزښتونه  )nf x  دra  ..په لور وهڅیږي 

ته  نږدې  cه ښۍ اويا کیڼې لورې و لx ولري که   Lهمغه لیمیټ f(x) که تابع  

 سره  برابر دى.   Lشي، نو لیمیټ شته دى او د

limدا داسې لیکو:    ( )
x c

f x L


   

 

 حد خويونه)خواص( :پولې يا د 

Lxfحقیقي اعداد وي داسې چې Mاو c;Lتوابع وي،  gاو  fکه 
cx




)(lim  او

Mxg
cx




)(lim:نو دا په  لاندې توګه لیکلی شو ، 

1) lim
cx

( f + g ) (x) = lim
cx

 f(x) + lim
cx

 g(x) = L + M 

2) lim
cx

( f - g ) (x) = lim
cx

( f(x) – g(x) ) = lim
cx

 f(x) - lim
cx

 g(x) = L – M 

3) lim
cx

( f   g ) (x) = lim
cx

 f(x)   lim
cx

 g(x) = L   M 
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4) lim
cx










g

f
(x) = lim

cx g(x)

f(x)
 = 

M

L
; ( M  0 )

 

5) lim
cx

f(x) = L   

 ته ور نږدې کیږي.   cد ټولو قیمتونو لپاره، چې   xاو د   f(x)  0)د  

1 په  راديان ورکړ شوی وي، نو لرو :  xقضیه: که 
x

sinx
lim

0x




 

1په  راديان ورکړ شوی وي، نو لرو:  x قضیه: که
x

tanx
lim

0x




 

وي  x = cلپاره په يوه  واز انتروال کې چې   xدې يوه تابع وي او د ټولو   fپېژند:  

 کې  متمادي دى، د لاندې شرايطو  سره:  x = cپه   f،تعريف وي،  نو وايو: 

1) f (x) 2                 تعريف لري) lim
cx

 f (x)   شته دى 

3) lim
cx

 f (x) = f (c) 

ې متمادي  (a, b)لپاره متمادي وي، نو تابع په ټول انتروال  x  ( a, b )که تابع  د ټولو

 ده. 

ې متمادي ده، که تابع له  [ a, b ]ژند : وايو چې يو تابع په يوه بند انتروال یپتعريف يا 

axښئ لورې په    کې متمادي وي او له کیڼې لورې پهbx  کې او د واز انتروال (a, 

b)   .په  هر قیمت کې متمادي وي 

cxپه  gاو   fد متمادي توابعو خويونه)خواص(: که    کې متمادي وي، نو دا لاندې هره

cxيوه  تابع په   .کې متمادي ده 

 تابع f+gلومړی( د توابعو  جمع يعني  
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 تابع f-gدويم( د توابع تفريق يعنې  

  f.g دريم( د توابعو ضرب يعنی 

څلورم( د توابعو ويش يعنې   
( )

; ( ) 0
( )

f x
g x

g x
 

 د منځني قیمت قضیه: 

ترمنځ يو عدد وي، نو  f(b)او f(a)د kکې متمادي وي او  a,b] [په بند انتروال  fکه تابع 

 باور لري. f(c)=kشته، د کوم لپاره چې  cترمنځ يو عدد  bاو aلږ تر لږه د 

 

 د  څپرکي تمرينونه:

 سم ځواب وټاکئ:

که 
2

lim ( ) 4
x

f x


    وي، نو
2

lim(3 20)( 1)
x

x x


 :ى 

 

a) 5  b) -5  c) 4   d) 3 

 ب( پیدا کړئ
1

2 1
lim

2 3 2x

x

x x



 
 

 

a) 1  b) 2  c) 1   d) 
2

1
 

لیمیټ پیداګړئ  -1
25

| 5 |
lim

3 2x

x

x x
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a) 1  b) 5  c) -1   d) -5 

2- 
0

| |
lim
x

x

x
 دى. 

a) -2  b) -1  c) 1   d) 2 

3- 
0

3 sin
lim
x

x x

x


 دى. 

a) 2  b) -2  c) 1   d) 3 

4- 
2

22

6
lim

2x

x x

x x

 

 
 دى. 

1 d)0 c)  
3

5
b)  

3

5
- a) 

5- 
1.4

lim [2 0.3]
x

x


 .دى 

a) 1            b) 3              c) 0                       d) نشته 

6- 
0

sin 3
lim

tan 2x

x

x
 دى. 

3

2
  d)

2

3
  c)0 b)1 a) 

7- 
4

4
lim

2x

x

x




 دى. 

4 d)     2  c)  2 b)  2+ 2 a) 
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8- 
2

1 sin
lim

1 cos 2x x





 دى. 

4 d)
4

1
  c)   

2

1
  b)1 a) 

 لاندې توابع سره جمع کړئ. -9

3 3
lim ( ) 5 & lim( ) 2
x x

f x x
 

   

 

)(1که  -11 2  xxf :وي، پیداکړئ 

0

(2 ) (2)
lim
x

f h f

h

 
 

تابع -11
3 ; 3

( )
10 ; 3

x b x
f x

x x

 
 

 
 پیدا کړئ.   bمادي دى، کې مت 3xپه  

)2وښايئ، چې تابع   -12 ) 3 5f x x x   کې حل لري.  )2,1(په اينتروال 

 توابعو لیمیټونه وشمېرئ.  ۹ – ۱د لاندې   - ۱۷

 

2 2

1 4 2

0 2 1

2 2

91 2 3

1) lim ( ) 2) lim ( ) 3) lim 2 3

4) lim | | 5) lim 6) lim 7

4 3
7) lim 8) lim 9) lim

2 9

x x x

x x x

x x x

x x x x x

x
x

x

x x x

x x x
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که وي:  --۱١









1;

1;2
)(

2 xx

xx
xf    

 الف( د تابع ګراف وکاږئ.

lim)(ب( 
1

xf
x 

 پیدا کړئ. 

 ر کې تعريف نه لري ، څه بلل کیږي: هغه توابع چې په يوه عدد د بېلګې په توگه صف15

پیدا کړئ:           16
1

5
32

5

lim
21 




 x

x
x

 

17--  
22

12
lim

24

2





 xx

x

x
 وشمېرئ.    

18--     

که  

22 1 ; 2

( ) 3 ; 2

3 ; 2

x x

f x x

x x

  


 
  

 کې وڅېړئ. 2xتابع متماديت په xf)(وي، نود  

کئ او د تابع ګراف وکاږۍ او وګورئ، چې تابع چېرته تعريف يوه په خوښه تابع ولی -۱۹
      ده او متماديت يې وښاياست.

پوښتنو کې څېړو، چې ايا تابع په ورکړشوي ټکي کې متمادي يا  ۳ – ۳په لاندې له  - ۳۱
 غیرمتمادي دي.

0;
||

)()73;|3|)()6

3;
)3(

1
)()52;

52

8
)()4

1;
52(

3
)()33;)2(5)()2

32

2

2

72

















x
x

x
xgxxxf

x
x

xfx
x

x
xf

x
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x
xfxxxxf
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تشريح کړئ، چې ولې تابع  -۳۱
x

23x 
f(x) =   0پهx کې غیرمتمادي ده؟ 

که   -۳۳ 3,2,2
18

)(  x
x

xf  3,2(وي، و ښايئ چې(c  شته داسې چې

10)( cf وي اوc  .پیدا کړئ       

 وښايئ چې د لاندې مساوات لپاره  يوحل شته:  -۳۷

 2,1;0143  xxx 

,(وي دې:  -۳١
2

(;cossin)( 


 xxxxf وښايئ، چې

0cossinمساوات  xx   په اينتروال ),
2

( 


 کې يو حل لري. 

 په ځاي کې مفمادي ده. 0xړئ، چي ايا  لاندې تابع د یالف:  وڅ ۳٢

 د 

 لپاره

 د

 لپاره

 لپارهد

 لپارهد

 

 

 د

 لپاره

 لپاره   د

 د

 لپاره 

 لپاره  د

 

 

 

که    --۳٢ 









2
,

2
;3sin2)(


xxxf ښايئ  چېوي، نو و










2
,

2


c  ،شته 
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)(4د هغه لپاره چې رښتیا وي  cf  اوc .پیداکړئ 

 :  لاندې لیمیټونه وشمېرئ.۳۳

lim
0x

 

6

π
x

)
6

π
sin(x





  lim
0x

 
x

xsin 2

 

lim
0x

 
xtan1

1
2

  lim
0x

 
x

xsinx 
 

lim
0x

 
x3sin

x2tan
   lim

0x

 sin5x cot 3x 

lim
2

1
x

 
1x4

1)xtan(2
2 


        lim

x 

 1cosxx2cos   

lim
1x

 (cos
2
 x + sin

2
 x)   lim

0

 




2

1
sin

 

lim
0

 




3sin

2sin
    lim

0x

 
x

x
2

π
cos

 

lim
0x

 
x

sinxtanx
    lim

0x

 
2

2

x

xsin
 

lim
1x

 
1x

1)sin(x




    lim

1x

 
 

1x

1xsin
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lim
0x

 
x

x2tanx
    20) lim

0x

 
cosx1

xsin 2


 

lim
0x

 
xsin

x2xtan
2

    lim
1x

 
2

πx
cos

x1

1


 

lim
0x

23

2

x2x

xcos1




         lim

0x

 
2x

cosx1
 

25) lim
0x

 2x

x7cosx3cos 
   26) lim

0x

 

4

π
x

)
4

π
xtan(





 

27) lim
4

x




 
)

4

π
x(x

)
4

π
sin(x





    28) lim
0x

  
x

x3xcosx3sin 
 

29) lim
0x

 
x5sinx3sin

x4


   30) lim

0x

 
x

sinx
 

31) lim
0x

  
x

1xsin 2 
    32) lim

2
x




 
πx2

cosx


 

33)  lim
1x

  
3x1

3)xsin(3




   34) lim

0x

 
x2sin

x5x3 2
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 مشتق يا رابیلیدنه  دويمه برخه:     

 
په تیره برخه کې مو د پولې څیړنه وکړه. وبه ګورو، چې دا د پولې درس د مشتق يا 

 رابیلیدنې لپاره اړيین دۍ.

 

 Average rate of change  د تابع منځ ارزښت تغیر

 )دلته ځېره راځي(ره راشي.یدلته دې د سالنگ يا ماهیپر د سرک خ

 

 

 
 

برخه کې موږ د رياضیاتو يوه غوره برخه، چې د رياضیاتو زړی ورته  دکتاب په دې

 ړنې لاندې نیسو، نو له دې امله لازم ګڼم، چې په دې هکله داسې  مهم  څه یويلی شو، تر څ
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که له  يوه  ځای څخه وبل ځای ته د تابع د تغیر منځ ارزښت   ر راوړم:ید يوه يادښت په څ

Averagerate of change  نو  موخه ترې  په يوه ټکي يا دوه ټکو کې د  څخه غږيږو ،

اويا تانجنت دى او دا دريواړه کلمې  د رياضیاتو له مخې  په همغه يوه  تابع  جګوالى، میل

 Differenceد تفاضل وېش)کمښتوېش يا  معنا دي او وبه ګورو، چې همداسې 

quotient .هم ) 

 

 وايي، چې زموږ ادبیتو د میل په نامه بلل کیږي.  slopنګرېزي کې ادې کلمو ته په 

 

 دنه(یل)جګپه يوه ټکي کې د تابع د ګراف می

جوړې دي، چې تل   (Flight barogramm) دلیک)الوتنلیک( الېې الوتکوکې د الوتن

او په هر   الوتنې جګوالی د الوتنې د وخت په واک کې  يا د وخت   تابعیت کې رسموي

 جگوالي کې د هوا فشار هم لیکي. که دا په پښتو واړوو، نو د لیک بکس به ورته ووايو.

 
 

 

   لو وختونوجګوالی ښووول شوی.یلا بیراف کې د يوې الوتکې د الوتنې  د بپه پورته  گ

 فعالیتونه:

ټکې سره پرتله کړئ.  په  B په ټکي کې د  Aره کې د ګراف جګوالی د ی_ په پورته څ

 ټکي سره پرتله کړئ.G په ټکي کې د  Eورته توګه دګراف میل د 

 جګوالي، میل يا تانجنت څخه غږيږو؟  _ روښانه کړئ، چې ولې په  يوه ټکي کې  بايد له 

ږئ، چې په يوه ټکي کې د ګراف جګوالي لپاره يو متود تعريف کړئ او له انځور ی_ وهڅ

 په ټکو کې جګوالی وټاکئ.B او  Aڅخه د  

 ته جګوالی زيات دى؟ ټکي A ټکي  کې نسبت و B _ ايا فکر کوئ، چې  په

په ټکي کې د  Eلی منفي دى؟ دلته د په ټکو کې جګوا Gاو   E_ ايا فکر کوئ، چې د 

 ټکي ته؟ Gارزښت له مخې جګوالی زيات دى نسبت د 

Flight barogramm  

ى
وال
گ
ج
ې 
تن
لو
 آ
 د

 دآلوتنې وخت
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رته توپیر لري او که یهرچاو په همدې ترتیب د يوې منحني  _ ايا د يوې کرښې جگوالی

 نه ؟

 

 لاس ته راوړنه:   

رته برابر نه دى، نو له دې امله بايد یگورو، چې په يوه منحني کې د ګراف جګوالی هرچ 

 ږي.یړل کیټکی په ګوته کړو، چې هلته میل څ

رته برابر یې به روښانه کړو، چې تنها د يوې )سیده(کرښې میل هرچلګه کیپه لاندې ب  

 دى، نو له دې امله  دلته د يوې کرښې د میل يا جګوالي څخه غږيږو.

 ژند يا تعريف  عاقلانه دى.یبريښي چې  لاندې پ

 

  )تعريف(:
په يوه  Pد يوې تابع ګراف میل)جګوالی( د 

ټکي کې په همغه ټکي د تانجنت د میل د 

 سره برابر  دى. ګراف

  
 

ريال یلیدل کیږي چې دلته يو تانجنت د کرښې تعريف لري، چې د لمسټکي)مماس( په چاپ

 کې د امکاناتو سره  سم لمسټکي)مماس( ته ښه ور نږدې کیږي. 

 ژند يا تعريف  له مخې   په يوه ټکي کې د يوه ګراف میل د يوې کرښې میل دى.یددې پ

په ټکو هر يوه کې يوه کرښه )تانجنت( انځوروو،  Bاو Aره د د ګراف د جګېدنې ټاکلو لپا

 چې ګراف ته خورا زياته نږدې کیږي.

 دی شي:یرل کید  میل يا جګېدنې مثلث  په مرسته جګېدنه په شډل يا ساده  ډول شم

A دنه:یپه ټکي کې جګ 

 

min
10

min10

100 mm
 

 دنه:   یپه ټکي کې جګ Bد  

min
5.15

min10

195 mm
        

 
دنه په يوه ټاکلي ټکي کې د لحظوي)سملاسي( میل سرعت یلګې لپاره  میل يا جګیزموږ د ب

 په معنا دى.

 تانجنت
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                                               کمښت ویش یا د تفاضل ویش                    ۸۱        
-----------------------------------------------------------------------------------  

)سرعت( نږدې  دنې چټکتیای، د میل ياجګmin5.12په ټکي کې: د الوتنې وخت نږدې A د 

min
10

m
 ده.   

دنې سرعت  نږدې ی، د جګmin0.23په ټکي کې: د الوتنې وخت نږدې  Bد 
min

5.19
m

 

 دى.

جنت تر اوسه فقط د لیدنې له مخې تعريف شوی، چې د لمسټکي چاپیريال ته خورا  ډېر تان

په ټکو کې هم يواځې په B او  Aږي.   له دې امله ممکن وه، چې د ګراف میل د ینږدې ک

 نږدې  ډول وټاکل شي، دا په عمل کې د قناعت وړ نه دى.

 

 دنه(:یپه يوه ټکي کې د تابع دګراف میل )جګ

، چې يو ريلګاډی د تمځای څخه له خوزېدو)حرکت( وروسته خپله معلومه ده

ږي. د یچټکتیا)سرعت( په کراره کراره زياتوي. وهلى لار)د تمځای څخه لرېوالی( تل زيات

 تمځای څخه لريوالی د چټکتیا يا سرعت په واک کې يا تابع دى.

عمل د لاندې تابعمساوات له لارې لیکلی 

 ع گراف(د تابيا لاندې  شو.) مخامخ 

لار د متر  sوخت د ثانیې او د  xدلته د  

)(25.0لیکو:  ټاکلې او لپاره xxfS  

 
 

 فعالیت:

 3)منځنی میل ارزښت( د Averagerat of changeاوس دې منځنی تغیر ارزښت -1

 مې ثانیی ترمنځ وشمېرل شي.7مې او 

 رل شي.یانځور شي او د هغې جګوالی دې وشميا سیکانت ره دې اړونده قاطع ددې لپا -2

رل یمې ثانیو ترمنځ وشم7مې او 3ر ارزښت)منځنی جګوالی( د یاوس دې د تغ -3

 شي.

 وښاياست، چې په دريمه ثانیه کې د ارزښت تغیر  يا جګوالی څومره دى؟ -4

 

   Difference quotientويش يا د تفاضل ويش کمښت  

 

 دی شي.یدنه بې له مشتق نیونې ټاکلکید يوې کرښې  میل يا جګ

amxxfyکرښه    لرو.)(
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                                                ۸۱                    کمښت ويش يا د تفاضل ويش                                   

-----------------------------------------------------------------------------------   

 دنې فرمول په لاندې ډول دى:ید دې کرښې د جګ

 

x

xfxxf

x

xfxf

x

yy

x

y
m





















)()()()( 000101 

 

 (: seconce غوڅی قاطع) 

او  0Pقاطع هغه کرښه ده، چې منحني د
1P ه دوه ټکو کې غوڅوي.پ 

 (: secantدنه)جګوالیید  قاطع میل يا جګ

رل یقاطع هم يوه کرښه ده نو میل)جګوالی( يې هم د يوې کرښې میل په ډول شم  دا چې

 کیږي. 

 د جگوالي لپاره لیکل کیږي. Smپه لاندې کې

1 0 1 0 0 0( ) ( ) ( ) ( )
s

y y f x f x f x x f xy
m m

x x x x

    
    

   
 

xfy)(د  ) تعريف(: 0د  تابع دېx  0په يوه چاپیريال او پهx  كې پخپله تعريف شوې

څخه بیل خو د چاپیريال په يوه خوښه يا په زړه پورې ځاى دى)مخامخ  0xد  xتابع وي،

د قاطع  میل  شته    Difference qutient څیره دې وکتل شي(. نو د تفاضل يا كمښتويش

     دى، چې په لاندې ډول يې لیکو:

0 0 0 0

0 0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

    
   

   

 


y y f x f x f x x f xy

x x x x x x

f x h f x

h

 

 

 

لپاره فرمول:  تابع fد  
h

xfhxf )()( 
 . 

 xرنه ده. د ا ټکي د یټکو ترمنځ د قاطع د میل شم په ګراف باندې د دوه  fدا فرمول د 

 ټکي دي.  hxاو xباندې د   محور

 د کمښت وېش يا د تفاضلونو ويش د مشتق د تعريف لپاره په کار راځي.
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                                                                    کمښت ويش يا د تفاضل ويش                         ۸۳          

-----------------------------------------------------------------------------------    

 لګه: یب

)(453د  2  xxxfy  تابع دې ورکړ شوې وي. د دې تابع کمښت ويش)دتفاضل

 وېش( پیدا کړئ.

536

536

453455363

)453(4)(5)(3)()(

2

222

22














hx

h

hhxh

h

xxhxhxhx

h

xxhxhx

h

xfhxf

 

 

 تمرينونه: 

 په ټکو کې وټاکئ. Qاو  Pکمښتويش ) د تفاضل وېش( ارزښت د  - 1

    a )    P(3,2)  ,  Q(5,4)         b )   P(2,4)  ,  Q(3,1) 

0xد   - 2 x   په ځاي کې  دf .تابع د تانجنت جگوالى وټاکئ 

    2 2

0 0) ( ) , 2 ) ( ) 0.5 , 3a f x x x b f x x x    

 څه دى؟وپیر تنځ مد کمښتويش) د تفاضل ويش( او مشتق لاندې څه پوهیږو او د دوي تر   

دو لاندې څه ی( لاندې څه پوهیږو او د تانجنت جگ قاطعتابع د سکانت)  ېيود   - 4

 دوي  ترمنځ کومې اړيکې پرتې دي؟ د پوهیږو؟ او 
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                             ۸۷             رنهیمشتقشمرابیلیدنه يا                                        

-----------------------------------------------------------------------------------    

   Diffrentialcaculation  رنهیمشتقشمرابیلیدنه يا  

 

 فعالیت:

tconsام وکړئ، لکه په  يوه ثابت میل پ
x

y
a tan1 




  کې، د بیلگې په توګه په  خطي يا

)(01تابع کې د   لاينیز axaxf  ره میل  شته او که نه؟ س 

_ پام وکړئ، چې دا میل به څه ځانگړي 

به په هر ځای  یدنهخويونه ولري؟ ايا جگ

 کې فرق ولري اوکه ثابت به وي؟

 

 

ايا په مختلفو وختونوکې اړين بولى، چې د تغیرحالت) د میل حالت(  کې  د تابع د تلنې  

 ړئ؟یحالت و څ

)(رعت( _ او يا له دې امله  لحظوی چټکتیا)س 0tv ړئ؟یدياگرام کې وڅ -وخت -په لار 

 دی شي؟یرنې په مرسته دا پرابلم حل کی_ ايا د مشتق شم

0tپه پام کې نیولې لحظه  


         

0sدا تر دې وخت وهل شوې لار 


          

خت ا د و  Zeitمخامخ يادونه:                

 د لار په معنا دي. Wegو  
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                                          رنهیمشتقشمرابیلیدنه يا               ۸۴                         

-----------------------------------------------------------------------------------    

 = د يوې منحني میل شمیرنهمشتق

 Differential)  يا جګیدنه

caculation 

ټکي  يو  ,P0او   P1تانجنت: که د 

بل ته ناپای نږدې شي، نو له قاطع 

 څخه تانجنت جوړيږي.

  

 حد دى.يا Limit„ دنې،، لیمت ،یدنه د قاطع د جګیدنه: د تانجنت جګید تانجنت جګ

x

xfxxf

y

xfxf

x

y
m

xxx
t


















)()(
lim

)()(
limlim 00

0

01

00
 

 

 فعالیت:

 شننې څخه د مشتق لپاره څه فکر کوۍ؟ رې او اړوندهیله پورته څ  -1

 )مشتق( کلمې لاندې څه پوهیږو؟ derivativeد     -2

 او دا په ساده پښتو څه معنی ورکوي؟

څخه څنګه و مشتق ته راځو؟ په دې هکله د پورته له کمښت وېش) د تفاضلونو ويش(  -3

 څېرې څخه په گټه اخسلوخپل نظر وواياست.

 م فعالیت څخه وواياست، چې ولې دا شمېرنه رابېلېدنه يا مشتق بلل کېږي؟2له  -4

کلمه نوې ده، نو له دې امله دا  derivativeپام: لکه د مخه مو چې ګوته ورته ونیوله، د 

ق دنې په معنا دى، چې موږ يې تراوسه مشتیلید راب derivativeڅو ټکي په پام کې نیسو: 

 بولو.

0xx: كه د تابع دا کمښتويش)د تفاضل وېش(    )او) همداسې 0x  او يا په

)همدې ډول(  0h  لپاره يو حد ولري, نو د)(xfy   0تابع دxx   په ځاى كې د

    لپاره لیكو: مشتق قابلیت  لري او ددې
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                               ۸۵           رنهیمشتقشمرابیلیدنه يا                                        

----------------------------------------------------------------------------------- 

0
0

0
0

0
0

0 0 0 0

0 0

( ) ( )
( ) '( ) lim lim

( ) ( ) ( ) ( )
lim lim ;......(20.7)


  

  


   

 

    




x x
x x x

x h

f x f xdy y
f x

dx x x x

f x x f x f x h f x

x h 

  دا لیمیټ  داسې ښايو:
0

( ) ( )x x

dy
f x

dx


                     

xfy)(ځاى كې د  0xد    (له مشتقDerivativ,   څخه  يوه بله سیده يا بل )يا رابیلدنې

 ډول كږه لار رابیله وو.

 

 

 لګه: یې لپاره يوه برنید مشتق ساده شم

  

)(23د  2  xxxf .مشتق غواړو پیدا کړو 

 ددې کمښتوېش په لاندې ډول دى:

0 0 0

0

2 2

0 0 0 0

2 2 2

0 0 0 0 0

2

0

0

( ) ( )

(( ) 3( ) 2) ( 3 2)

2 3 3 2 3 2

2 3

2 3

y y f x x f xy

x x x x

x x x x x x

x

x x x x x x x x

x

x x x x

x

x x

   
 

  

        




          




    




   

 

 سره يې مشتق لاس ته راځي:  0xاو د لیمیټ 
                             .32)32(lim)(' 00

0
0 


xxxxf

x
 

 

 ژند( ورکوو:یريف)پد دې لپاره دا لاندې تع 

 

xfy)(كه يو د    0تابع دx  په ځاى كې مشتق وړ وي، نو هغه لاندنى كرښه چې

),(د 00 yx کې څخه  تېريږي او میل يا جګوالى يې (́ ) tanf x    په لاندې ډول او  دې

 لیکو:
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                                            رنهیمشتقشمرابیلیدنه يا                ۸۸                      

----------------------------------------------------------------------------------- 

 
'0

0 0 0 0

0

( ) '( ) '( )
y y

f x y f x x y f x x
x x


    


 

),(او دا د  00 yx  په ټكي كې د وركړ

xfy)( شوې منحني  تانجنت بلل

 كیږي)پرتله پورته کیڼ شکل(

 

 

 

 

 ړنې لاندې نیسو.یرنه تر څیموږ اوس د څو بنسټیزو  توابعو  مشتق شم

 

 :  ۱بیلګه

 ثابتي مشتق:  د يوې

 موږ دالاندې تابع لرو،چې ارزښت يې يوثابت دى.
Conscxfyثابت    ځاى لپاره لرو:0x، نو د هر )(

0

0 0 0

0

0

( ) ( ) ( ) ( )
0

( ) '( ) 0

   
   

 

  x x

f x f x f x h f xy c c

x x x h h

dy
f x

dx 
 

 :  ۳لګهیب

)يوه  )f x x  0خطي)کرښیزه( تابع لرو، دx  په ځای کې غواړو د دې تابع مشتق پیدا

 کړو او  د مشتق تابع هم:
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                          ۸۳                رنهیتقشممشرابیلیدنه يا                                        

----------------------------------------------------------------------------------- 

')(1نو 0 xf  0دx 0په ځای کې د تابع مشتق دى او'( ) 1f x   يوه د مشتق تابع ده يعنې

 ثابته ده.

 

 :  ۷لګه یب

)(.)(د  xucxfy   ډوله تابع مشتق دc .ثابتې سره 

 

 د ثابتې قانون: 

د يوې تابع مشتق، چې له يوې ساده تابع او يوې ثابتې سره د ضرب له لارې منځ ته 

( سره ضر ب شوی cراغلی وي، برابر دى د ساده تابع د مشتق سره، چې د) ثابتې 

)(.)(وي. يعنې له  xucxfy     :څخه لرو)('.)(' xucxf  

 

 ثبوت:

 

x

xuxxu
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 تمرينونه:

 د  تفاضل وېش  او د مشتق لاندې څه پوهېږو؟  -1

 د دوی ترمنځ  څه اړيکې )پرتې( دي؟ -2

 و تانجنت جګېدنې لاندې څه پوهېږو؟د قاطع )سکانت( ا  -3
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 په ځای کې د تابع مشتق او د مشتق تابع  0xد                 ۸۶                     

----------------------------------------------------------------------------------- 

 

 ای کې د تابع مشتق او د مشتق تابعپه ځ  0xد 
 

 

تابع، شنه  منحني شکل کې سره 

به ود تابع مشتق او  منحنيکرښه

گورو، چې له همدې امله د مشتق 

 تابع هم ده.

 

 
 

 فعالیت:

 په ځای کې د تابع مشتق يعنې څه؟ 0xد  -1

 ايو؟د يوې تابع له مشتق نیونې وروسته دې مشتق ته څه وو -2

که د تابع مشتق  د مشتق تابع ونوموو، روښانه کړئ، چې ولې تابع ده او ددې تابع   -3

 درجه، د لومړۍ تابع سره  پرتله کړئ.؟

 ايا له دې توپیر څخه د مشتق کلمه روښانه کولی شئ؟• 

 لگې څخه کار اخلویددې د روښانه ونې  لپاره د لاندې ب

 

)(2: تابع ۱لګهیب xxfy  0دې ورکړ شوې وي.  غواړو دxx   په ځای کې او په

20ځانګړې توګه د x  .په ځای کې د هر څه لومړی کمښتويش)د تفاضل وېش( پیداکوو 
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 ۸۹       په ځای کې د تابع مشتق او د مشتق تابع  0xد                                      

----------------------------------------------------------------------------------- 
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 اوس د لیمیټ د لاس ته راوړلو له لارې د مشتق ضريب ته راځو: 

                     00
00

0 2)2(limlim)(' xxx
x

y
xf

xx








 

00نو  2)(' xxf   20لرو  او د x  2(422لپاره(' f .باور لري 

20د  x  2په ځای کې د تابع)( xxfy   برابر دى، دا په دې معنی  4لومړی مشتق په

20چې تابع د  x لري. 4ياجګوالی  په ځای کې میل 

 لاس ته راوړنه يې:

دی شي، د تابع د ګراف له لارې و یک

ازمايل شي، په داسې ډول چې د 

)4|2()|( 0000 PyxP   په ټکي کې تانجنت

انځور کړو او د میل د مثلث له لارې 

 دنه لاس ته راوړو.یجګ

 
 

)(2لګه کې: یپورته ب  xxfy  0په هر خوښه ځایx :کې تابع پیداکوو 
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 په ځای کې د تابع مشتق او د مشتق تابع  0xد              ۳۱                        

----------------------------------------------------------------------------------- 

00

2 2)(')( xxfxxfy  

 
xxfه ګراف يوه کرښ 2)('   ،انځوروي

 چې د تابع مشتق بلل کیږي

 

 
 

يوه  تابع ترې لاس ته راځي، چې دا د هم رته یپام: که د يوې تابع مشتق ونیول شي، نو ب

 مشتق تابع بللکیږي.

د مشتق تابع: د تابع ارزښتونه په هر ټکي کې بنسټ تابع انځوروي، له دې امله دا د میل 

 کیړي.  تابع هم بلل 

 

 :  ۳ لګهیب

)(3د   xxf   ويتابع دې ورکړ شوی. 

)(3فعالیت: ګران لوستونکي دې د xxf   تابع او د تابع د مشتق گراف وروسته له حله

 رسم کړي. 

 

 ټکي کې  مشتق پیدا کړو  او همداسې د مشتق تابع. 0xموږ غواړو په 
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2نو 

00 3)(' xxf  3د  تابع)( xxf  0 مشتق دی په  ځای يا ټکيx .کې 

2 د مشتق تابع داسې ده:

00 3)(' xxf  
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 ۳۱        تابع مشتق او د مشتق تابع په ځای کې د  0xد                               

----------------------------------------------------------------------------------- 

x   يوه د   : ۷بیلګه 
xf

1
)( 

 تابع ورکړشوې. 

 :يا ثبوت غوښتنې

 الف: د تابع گراف په ياد راوړئ.

 کې  د تابع مشتق پیداکړئ. ټکي 0xب: په 

 ټکي کې د مشتق  تابع هم پیدا کړئ.  0xپ: په 
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0xد  د پورته اخري مساوات لیمیټ    :لپاره نیسو

2 20 0 0
0 0 0 0

1 1
lim lim ( ) lim
x x x

y

x x x x x x x     


   

    
 

0نو لرو:   2

0

1
'( )f x

x
   0. دا دx  په ځای  کې دf .مشتق دى 

د مشتق تابع هم دى: 
2

1
'( )f x

x
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 په ځای کې د تابع مشتق او د مشتق تابع  0xد                ۳۳                     

----------------------------------------------------------------------------------- 

وضعیه کمیاتو سیستم کې تابع او د تابع 

 مشتق:

)(14تابع)سور(:  23  xxxxf 

   د تابع مشتق)شین(:

423)(' 2  xxxf 

د تابع مشتق هم تابع دع. موږ دا د مشتق يا  

 د میل تابع بللې.

 

 
 

 

  تمرينونه:

 ابع مشتق او د مشتق تابع وښايئت fد     په لاندې مساواتو کې   

54.03)()
1

2

1
)()

)()134)()

2

3

3

234





xxxfd
x

xxfc

xxxfbxxxxxfa

 

 

 

 او خويونه ونهد تانجنت  او عمود تعريف
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 ۳۷                     او خويونه ونهد تانجنت  او عمود تعريف                      

----------------------------------------------------------------------------------- 

ره يو منحني او يوه یڅيا مخاکخ  لاندې

 کې ښايي. P1 او  P0قاطع)غوڅى( په ټکو 

 

 
په P1د ټکي  P0اوس غواړو، چې ټکی  

 لور و خوځیږي.

 پام: ددې سره قاطع خپل  میل  تغیروي

 
 

ټکي  P0 ټکی  و P1 ېبالاخره  غواړو، چ

ته ناپای ډېر نږدې شي. په دې حالت کې 

قاطع داسې په نامه تانجنت ته ورنږدې 

 ږي.یک

 
 

 او P1د ټکو  ، چېژندلی شویپوره وپکه 

P0 : په شاو خوا  غزوو يا لويوو 

ټکي ته ناپای نږدې   P0ټکی  و  P1که د 

 P0شي، نو کتل کیږي، چې تانجنت په ټکي 

غوره کوي، لکه منحني کې همداسې حالت 

 ټکي  کې.  P0په 

 

 

 د دې خويونو غوره  غوره والی يا پايله: 

ټکي کې په همدې ټکي کې  د منحني میل هم دی. له  P0 ومو لیدل، چې د تانجنت میل په

ټکي  کې پیدا کړو، بسیا کوی،   P0دې دا پايله لرو، چې که څوک غواړي د منحني میل په 

 ټکي کې پیدا کړي.  P0ا میل  په چې د تانجنت جګوالی ي

 

 فعالیتونه: 

پورته شکلونه بیا سره پرتله کړئ. د میل په هکله يې فکر وکړئ، چې کوم میل زيات  -1

 دى؟

 تانجنت تعريف کړئ او په شکل کې يې وښاياست. -2

 کانت( تعريف کړئ او په څېره کې يې وښاياست. یقاطع )س -3
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 او خويونه ونهت  او عمود تعريفد تانجن             ۳۴         

----------------------------------------------------------------------------------- 

 :په لاندې کې د تانجنت او عمود  عمومي فرمول راباسو

),)((ګراف د  xf)(پیل: تانجنت دې د 00 xfxP د )نورمال( په ټکي کې لمس کړي.  عمو

),)((ګراف د په xf)(دې د  00 xfxP  .ټکي کې عمود يا ولاړ غوڅ کړي 

ttد تانجنت مساوات:  bxmxt )(: 

'0د  ( )tm f x :1(               سره لیکو()(')( 0 tbxxfxt  

)(,)((دا چې  00 xfxP ټکی دی، نو لاس ته راځي: تانجنت يو 
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 ( کې ږدو، نو لر:1په )
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 عمود )نورمال(: د  منحني سره  په همغه ټکي کې چې تانجنت په پروت دی، عمود ځغلي.

 د عمود  میل: 
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 لګه:  یب

2د 

4

1
2)( xxxf  .تابع لرو 

 د تابع تانجنت او عمود)نورمال( پیدا کړئ:

 ره لاندې کښل شوې( کاږو:  یحل:په لاندې توګه د تابع مشتق نیسو او ګراف يې)څ

xxfxxxf   لرو:نو 
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 لري.3 د میل ارزښت کې 0x په ټکي د تانجنت میل
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 ۳۵                      او خويونه ونهد تانجنت  او عمود تعريف                      

----------------------------------------------------------------------------------- 

)5,2( د P ه ټکي کې تانجنت پهپ )(xf3 باندې ارزښت  لري. 
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 د نورمال يا عمود پیدا کونه:
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20د  x:سره لاندې راکوي 
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 او خويونه ونهد تانجنت  او عمود تعريف            ۳۸          

----------------------------------------------------------------------------------- 

 

 عمود عمومي مساوات ولاړ يا د تانجنت او 
 

1لګه:    تابع یب
2

1

4

1
)( 2  xxxf.لرو 

 د تانجنت میل:

)|)((د يوه تابع د ګراف میل په ټکي  00 xfxP  کې همغه  معنی لري، لکه په دې ټکي د

 تانجنت میل.

 تابع او د تابع مشتق ټیک په پام کې نیسو. xf)(موږ 

1موږ
2

1

4

1
)( 2  xxxf مربع تابع لرو  

د تابع مشتق 
2

1

2

1
)('  xxf 

 ارزښتجدول:

 

 
 

ارزښتجدول څخه لوستلی شو  xf)(د 

چې د پورته مربع تابع ککرټکی دى: 

)75.0,1(S 1دx  ارزښت لپاره

0)1(' f ارزښت دى: د میل تابع 

) د دا دا معنی لري، چې په ککرټکي

')(کې د  ټکی(رآس  xf.میل صفر دی 

کې  هم دا معنی لري، چې  Sتانجنت په 

صفر دی، دا هلته پروت)افقي( ځغلي؛ 

 محور سره غبرګ ځغلي.   xيعنې د 

 

 ګرافونه:
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 ۳۳                            او خويونه ونهد تانجنت  او عمود تعريف                      

----------------------------------------------------------------------------------- 

 لګه:  یب

772)( 23  xxxxf       :تابع لرو 

)2,)2((ګراف د   xf)(تانجنت دې پیداکړی شي، چې د   fP،په ټکي کې لمسوي 
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 پايله:

),)((تابع گراف کې تانجنت او عمود په  xf)(د  00 xfxP ټکي کې لاندې بڼه لري. 
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 تمرينونه:  د لاندې توابعو گرافونه وکاږئ، د تانجنت او د عمود مساوات ولیکئ.  
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 د  عمود مساوات اواتد تانجنت مس

 دنهیجګ
 جګېدنه
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 قوانین يا رابیلیدنې رنيید مشتق شم                             ۳۶           

----------------------------------------------------------------------------------- 

 

 رني قوانینید مشتق شم
 

   

( کې  رقوانین، لک څنګه په اعدادو، ترادفونو او حدونو)پوله ارزښتونویرنې شمیمشتقشمد 

 اجرا کیږي،په همدې ډول مشتقشمېرنه کې هم دا قوانین باوري دي. 

وبه ښايو، چې د جمعې، ضرب او ... مشتقونه د مشتقونو جمع، ضرب او ... ده. )په وېش 

 کې بايد مخرج صفر نه وي(.

 

 فعالیت:

xxxfکه   )(2او  )(2 3  xxg  ،ولرو))'()(( xfxf  

))()((,))()'((د xgxfxgxf  او)'
)(

)(
(,0)(

xg

xf
xg .د پیدا کولو په هکله فکر وکړئ 

 

 قضیه )د جمعې قاعده(: 

د جمعې څخه جوړ وي، نو مشتق يې هم د  xv)(او  xu)(د دوه توابعو  xf)(که يو تابع 

 ې څخه جوړ دى، يعنې:هر  تابع د مشتق د جمع
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 ښوونه:
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 ۳۹                       قوانین يا رابیلیدنې رنيید مشتق شم                       

----------------------------------------------------------------------------------- 

 لګه:  یب

2بعو توا  که 2( ) 5 3 , ( ) 5 , ( ) 3f x x x u x x v x x     شتق وشمرئ.ولرو 

 ښوونه:

310)(')(')('

3)('10)('

3)(5)(35)( 22







xxvxuxf

xvxxu

xxvxxuxxxf

 

......12فعالیت: كه چیرې   ،f،f،fn 12توابع او.... ،k،k،kn  ثابت عددونه وي نو لرو)پې

 له ښوونې(:

)(.....)()(

])(.....)()([

2211
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xfkxfkxfk

xfkxfkxfk
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 دوه توابع وي، نو ښايو:xg)(او  xf)(که      قضیه )د ضرب قاعده(:

)'()()'()'()(( xgxgxfxgxf  

 

0ښوونه:    0

0

( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x

x x




 

0يا بڼه بدلون يعنې په صورت کې د   -د مناسب فورم 0( ) ( ) ( ) ( )f x g x f x g x   

 ورزياتولو څخه دا لاندې لرو:

0 0 0 0 0 0

0 0
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 يعنې د دواړو لورو لیمیټ نیسو: له  پورته څخه لاس راځي
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 قوانین يا رابیلیدنې رنيید مشتق شم                 ۶۱      

----------------------------------------------------------------------------------- 

 

 لګه: یب

)(1که  2  xxg اوxxh )(  ولرو، نو د)()()( xhxgxf .مشتق غواړو پیدا کړو 

 ښوونه: 

 په لاندې توګه مخ ته ځو:
             2 2

2

1 5 1
( ) ( 1) , ( ) 2 ( 1)

2 2
f x x x f x x x x x x

x x
       

 

 دې دوه توابع وي. غواړو وښايو:  gاو  f     قضیه )د وېش  قانون(: 
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xgxfxgxf

xg

xf 









 

 و  يا طريقو وښايو) ثبوت کړو(.ثبوت: کولاى شو، چې دا قضیه له دوه لار

 لومړى لار يا طريقه يې په لاندې کې ښايو او دويمه لار دې گران زده کوونکي وښايي:
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)()()()(غواړو  xgxfxgxf   .:صورت ته ور زیات کړو، نو لرو 
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 ۶۱                               د الجبري توابعو مشتق                                            

----------------------------------------------------------------------------------- 

يعنې لرو: 
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 لګه: یب

د 
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x
xf   ²تابع )د 4 0x   .سره( مشتق  غواړو پیدا کړو 

)(2حل: که چېرې xxg   4او)( 2  xxh 

وضع شي نو لرو:                   
xxh

xxg
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 او د  ويش قانون  له مخي لرو:

22

22

22

2

]4[

8

]4[

2.)4(2

)]([

)()()()(

)(

)(
)(


























x

x

x

xxxx

xh

xhxgxhxg

xh

xg
xf

 

 پوښتنې: 

)(853که  2  xxxf  435او)( 3  xxxg: ولرو، نو 

)د ضرب مشتق  د توابعو د وېش) ، د توابعو  د توابعو د جمعي مشتق - ) 0f x  مشتق )

 پیداکړئ، که شونى وي له مختلفو لارو. 

 

 

 د الجبري توابعو مشتق
 

 :) تعريفونه(ژندونهیاو نورو توابعو ي بريالج

ږي، که د ترتیب قانون يې د مساواتو له لارې ورکړ یيو بنسټیز تابع الجبري بلل ک  -1
                      شوی وي،په هغو کې  چې په ترمونو کې د مساواتو د متحولو سره فقط الجبري
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 د الجبري توابعو مشتق               ۶۳        

----------------------------------------------------------------------------------- 

عملیی)جمع،تفريق، ضرب، تقسیم)چې مخرج يې صفر نه وي(توانکونه او جذرنیونه) د 

 اوريښې اکسپوننتونه مثبت او تام عددي دي( کارول شوي وي.-توان

 او د زاويو توابع. -ولوګاريمی-اکسپوننشلناالجبري توابع ترانسڅندنت بلل کیږي، لکه   -2

يو الجبري تابع راشنل بللکیږ ي، که د ترتیب قانون يې د يو مساوات سره ورکړ شوی   -3

ر عملیی ))جمع،تفريق، ضرب، تقسیم)چې یوي، په کوم کې چې ناپای ډيرې راشنل  د شم

ونه مثبت او تام اوريښې اکسپوننت-مخرج يې صفر نه وي(توانکونه او جذرنیونه) د توان

 عددي دي( (  کارول شوي وي.

 

 فعالیت:      

_ که د  )(xf يوه تابع  د  01

1

1 ...)( axaxaxaxf n

n

n

n  

 په څېر د   

RaNn  1
سره لیکل شوې وي، څه بلل کېږي؟    

_ لرو:  44)( 2  xxxu او   63)(  xxv د  f تابع   uد دوه توابعو   او   v په  د ويش

څېر لکه 
)(

)(
)(

xv

xu
xf  د   0)( xv سره ولیکئ    

_ د تابع تعريف ساحه وښاياست او بیا د هرې يوې  uv; تابع مشتق ونیسئ. پسې د  

ه نښه کولو پسې د مشتقونو وېش)چې مخرج صفر نه وي(،  د مشتقونو وېش پ

 مشتق سره پرتله کړئ.

 

 لګه:یب

xxfد  )(  0تابع ورکړ شوې پهx کې د تابع مشتق پیدا کړئ او د مشتق تابع په ګوته 

 کړئ.
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 ۶۷                          د الجبري توابعو مشتق                                           

----------------------------------------------------------------------------------- 
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په ځای کې  0x نو د
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1
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x
xf  ابع د تxxf )( ى.مشتق د 

د تېرو درسونو پر بنسټ 
x

xf
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1
)(' .د مشتق تابع ده 

Qqxxfد  q   ډوله توابعو مشتق:       )(;

 

 رنې له مخې لاندې لاس ته را وړنې لرو: ید شم

 تابع                   د مشتق تابع                                                        
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1
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که دا پورته پنځه مشتقونه يو د بل سره پرتله کړو، نو اټکل کیږي، چې لاندې جوړښتقانون 

 باور لري:

 

 د توان قانون ) بې له ښونې(

 )پونتڅ( قانون: 

 ږي.ییکل کر لیمخ د فاکتور په څ د xمختني اکسپوننت د متحولې  -1

 نوی اکسپوننت همغه پخوانی اکسپوننت دى، چې په يو کم شوی. -2
1)(')(  qq xqxfxxf  دQq سره 

 

 بیلګه:
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 د الجبري توابعو مشتق                        ۶۴          

----------------------------------------------------------------------------------- 

د   
2

1
)(

x
xf .مشتق پیدا کړئ 

 

 ښوونه: 

       
3

32

2

2
2)('

1
)(

x
xxfx

x
xf    

 

 لګه: یب

)(43د  xxf  .تابع مشتق پیدا کړئ 

 

 ښوونه: 
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 لګه:یب

 په ځاى کې ونیسو: 2xتابع مشتق د  xf)(غواړو د  
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 لګه: یب

د تا بع  
1

( )
1

f x
x




 په ځاى کې پیداکړئ. 2xمشتق د  

 ښوونه:
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 ۶۵                              د الجبري توابعو مشتق                                     

----------------------------------------------------------------------------------- 
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 لګه:یب

 (  مشتق، چى  طبیعي جګ عدد يا اكسپوننت لري:  Potence)توان)  

))(,3,2,1,...موږ د  nxxfy  :تابع لرو او  غواړو مشتق يې پیداکړو 

 وونه: موږ په لاندې توگه مخ ته ځو.ښ

 ځاى كې دا لاندې  باورلري.0x  د بینوم   جملى په بنسټ په هر 
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لپاره تابع  0hد     
nxy   0دx په هرځاى كي، د لاندې مشتق سره، د 

 مشتق قابليت لري:

1)(')/(
0



  n

xx nxxfdxdy 

 لګې بل ډول ښوونه دې د پوښتنې په څېر وي.یددې پورته ب 
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 توابعو مشتق )مرکب( د زنځیري                          ۶۸        

----------------------------------------------------------------------------------- 

01که يو  پولینوم   تمرينونه:  _ 

1

1 ...)( axaxaxaxf n

n

n

n  

     

RaNnد   1
 سره  ورکړ شوى وي، مشتق يې پیداکړئ. 

 د   توابع  مشتق د توان قانون له مخې پیداکړئ.   -

5 6

2 5

4 3

3

) ( ) ) ( )

1 1
) ( ) ) ( )

) ( ) ( )

1 1
) ( ) ) ( )

a f x x b f x x

c f x d f x
x x

e f x x f x x

g f x h f x
x x

 

 

 

 

 

 

 

 

 توابعو مشتق )مرکب( د زنځیري
 

ژند یتړل شي، که د د باندني تابع)ځنځیرونې قاعده(، پتابع سره و vدی شي د یتابع ک

 سره ګډ توکي يا عناصر ولري.   vW)(د  د دنني تابع uD)(ورشو )دتعريف ساحه( 

)())((ددې لپاره لیکو:  xvuxvu د  ، کهf تابع د)()( zuxfy  ره  او س)(xvZ  

 وي.

 

 فعالیت:

))((_ په زنځیري تابع  کې د  xgf پېژند ورشو او همداسې د تابع ورشو په هکله خپل

 نظر څرګند کړئ.

_ وواياست، چې د   )12())(( 2 xxxgf تابع ارزښت د   3x په ځاي کې څه دی او  

مې دي او په مشتق نیولو کې يې فکر وکړئ.د تابع ساحې کو  

_ که يوه په خوښه زنځیري تابع ولرو، نو د تابع ورشو په گوته کړئ او وهڅېږئ، چې 

 مشتق يې پیدا کړئ.  

 

0xxاوس نو د   ځاى كې د))(( xgfy   تابع مشتقوړوالى څیړو تړلي يا ځنځیري: 
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 ۶۳                    توابعو مشتق )مرکب( د زنځیري                                  

----------------------------------------------------------------------------------- 

 ( ) ( )

'( ) '( ) . '( )

f x f g x

f x f g g x



  

 دنننى مشتق    د باندنى مشتق) دادې ورپورته شي(  

  ددې لپاره نیسو چى:

 

)د   -1 )g x   0دنننى تابع دxx  0په ځاى كې مشتقوړ ده. دانو بیا بايد دx  په يوه معلوم

 متمادي)نه پريكیدونكى( وي.  تعريف شوي چاپیريال كى

)()(:  موږ لرو 0xghxg   0دh .لپاره 

kxghxgهمداسې    )()(  لپاره. 0hد  0kداسې، چې  00

zfy)(که د  -2   دباندنى تابع په)( 00 xgzz  کې د مشتق قابلیت ولري.   

))((د  xgfy  شي ډول وركړ شي او بڼه)فورم( يې هم بدله کمښتويش كیدى شي په لاندې  

 

          

0 0 0 0

0 0

0 0 0 0

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
.

f g x h f g x f g x h f g xy

x h g x h g x

f z k f z g x h g x

k h

   
 

  

   


                         

  :خواته ځي( نو دا اړیكى  مشتق ته  ځي 0kارړه شي ) همداسې   0hكه

0 0 0( )

( ( )) ( ) ( )
. ;........(*)

    

       
        

       
o ox x x x z z g x x x

dy d g x df z dg x

dx dx dz dx
 

    
0 0 0( )

( ( )) ( ) ( )
.

o ox x x x z z g x x x

dy d g x df z dg x

dx dx dz dx    

       
        

       
 

0xxځاى كه چیرې د ځاى په ځاى)فیكس(    لپار بیرتهx چې  نیسو، نو كیدى شي)( 

)(,)(لنډ ډول وركړشي او د  فرمول په لاندې xgzzy :لپاره باور ولري   
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 توابعو مشتق )مرکب( د زنځیري                        ۶۶          

----------------------------------------------------------------------------------- 

     

. ;......................................(**) 

dy

dy dy dzdz
dxdx dz dx

dz 

په پام كې دې وي، چې 
dx

dy
xgz)(د    په ځاى كې بايد ترتیب) تنظیم( شي.   

قانون( بلل كیږي او د پورته نیونو يا فرضیو سره فرمول ځنځیري قاعده)لار، )(دا 

 باوري دى.  دا په ساده ډول په ياد لرلى شو، ځكه چى ښۍ خوا د کیڼې خوا سره د فورمال

dz  .زياتیدلو له لارې منځ ته راغلي 

 

 د پورته ښوونې لاس ته راوړنه دا لاندې جمله ده: 

 

  قاعده يا مرکبه زنځیري 

)())((لرو :  xgfzf  نود ،)(xgz  په  تابعx  او د)(zfy   تابع په)(xgz  د  ېك

))((وركړ شوى د   مشتق قابلیت لري يا مشتقوړ دی، نوتړلى xgfy   تابع هم پهx  کې

 . او دا باوري كېږي د مشتق قابلیت لري

' ( ( )). ' ( )

dfdy
dy dgdz f g x g x

dx dxdx

dz dg

  

 
)()())((لنډ:                                           xgfxfog 

 

 لګه:  یب

2د  2( ) ( 2)f x x   .مشتق ونیسئ 

 

 

 بدلون   
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 ۶۹                      توابعو مشتق )مرکب( د زنځیري                                  

----------------------------------------------------------------------------------- 

   بیلګه:

2sinد  xy  تابع ده  توګه وركړ شوى ځنځیري يوه په لاندې تابع: 
2sin ,y z z x  

 لري: دا دواړه توابع  په هرځاى كې  مشتق وړدي. له دې امله هر چیرته باور 
sin ² sin ²

. cos .2 2 .cos ²
d x d z dx

z x x x
dx dz dx

   

  

  :بیلګه

 ى.ډول تړلى وركړ شو تابع په لاندې  y = sin² x  د

      y = z²  , z = sin x  

 :دلته هم دواړه توابع هرچیرته مشتقوړ دي. نو له دې امله هرچیرته باور لري

 
sin ² ² sin

. 2 .cos 2sin .cos sin2
d x dz d x

z x x x x
dx dz dx

    

 لګه: یب

85د  )4()(  xxf شتق  وشمېرئ!تابع م 

)(8حل: هركله چې  xxg 4او)( 5xxh :وضع كوو نو لرو 

                                                 ))(()( xhgxf  

                               )()).(())((()( xhxhgxhgxf  

74 8)(5)( xxgxxh  :دى، نو لرو 

                              47547 .)4(405))((8)( xxxxhxf  

 

 تمرينونه:

۱ -   
223 )14(

1
)(




xx
xh 

42رې یكه چ - ۳ )23()( xxxf وي، نوf  پیداكړئ. 

 

 د لاندې تابعو مشتقونه هم ونیسۍ
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 توابعو مشتق د مثلثاتي                       ۹۱         

----------------------------------------------------------------------------------- 
3 4

2 2

2 3

( ) (1 2 ) :1

( ) (2 1) : 2

1
( ) : 3

2

f x x

f x x

h x
x x



 

 


 

 

 

3

1
( ) : 4

1

( ) 3 1 : 5

z
h z

z

f t t






 

 

 

 

 

 د مثلثاتي توابعو مشتق

    

sin sin 2cos sin ....
2 2

cos cos 2sin sin ....
2 2

x y x y
x y I

x y x y
x y II

 
 

 
  

 

 

 فعالیت: 

 رئ:ید لاندې توابعو مشتقونه وشم
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 ۹۱                             د مثلثاتي توابعو مشتق                                

----------------------------------------------------------------------------------- 

(sin ) cos :

(cos ) sin :

d
x x a

dx

d
x x b

dx



 

 

tan 1
'( )

cos ²

d x
f x c

dx x
  

 

و د نورو درې حالتونوښوونه ګرانو زده موږ په لاندې کې پورتني درې حالتونه ښايو ا

 کوونکو ته پرېږدو.

 

 قضیه: 

xxxfد ساين تابع مشتق غواړو وښايوو چې  cos)'(sin)('  :دى 

 ددې قضیې د ښوولو لپاره پورتني په ننوتنه کې دوه لومړني فرمولونه په کار راځي.

xxfyد  sin)(  تابع د هر   ساينx  0لپاره تعريف ده، نو  دx  په خوښه ټاكلوڅخه

 لاس ته راځي: 

 
 په پام  كى لرلو سره لرو:لیمیټ د برخې   د 

                                   
 

د ساين تابع په هر ځاي كى، د لاندې مشتق سره، د مشتق قابلیت لري يا مشتقوړ ده:  

   

X) چ يا راديانپه لینده ک( 

 

 قضیه: 

 همداسي ښوول كیږي چى كوساين تابع هم په هرځاي كى مشتقوړ ده، دلاندې مشتق سره: 
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x   په لینده کچ يا راديان 

 د مثلثاتي توابعو مشتق                      ۹۳          

----------------------------------------------------------------------------------- 

 ثبوت:

0لرو:       0( ) ( ) cos( ) cosf x h f x x h xy

x h h

   
 


 

 

 په پورته ننوتنه کې د دويم فرمول له  مخې لرو:

    
2sin .sin

2 2

x h x x h x

h

   


 

          

2sin( ).sin
2 2

sin
2[sin( ). ]

2

2

h h
x

h

h
h

x
h

 



  

         

 د لیمیټ او د لیمیټ د ضرب قاعدې له  مخې لاس ته راځي : 

0
0

sin
2lim sin ( ) . lim sin 1 sin

2

2

h
h

h
h

x x x
h



       = 

 له پورته مساواتو څخه په  لنډه توگه لیکو:

                                                   
cos

sin
d x

x
dx

 

 

 قضیه : 
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مشتقوړ ده او د مشتق تابع يې  f(x) = tanxغواړو وښايو چې د تانجنت تابع 
tan 1

'( )
cos²

d x
f x

dx x
   .ده 

 

 ۹۷                                        د مثلثاتي توابعو مشتق                                

----------------------------------------------------------------------------------- 

                                             
sin

(tan ) ( )
cos

d d x
x

dx dx x
  

               

2

2

2 2

2

2

cos (sin ) sin (cos )

cos

cos .cos sin ( sin )

cos

cos sin

cos

1

cos

d d
x x x x

dx dx
x

x x x x

x

x x

x
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                               1 tan ² , (2 1).
2

x x k


       

 

xxxfفعالیت: ګرا زده کوونکي دې د   sin)( 2  .تابع مشتق پیدا کړي 

)(2يادونه:    xxg       اوxxh sin)(  .دې ځا په ځای کړي 

 لګه:  یب

غواړو د  
180

cos
x

y


 .تابع مشتق پیدا کړو 

 

 حل:  

xxfږدو : cos)(  او
180

)(
x

xg


 نو ،y                                 :په لاندي توګه لیکلی شو

))(( xgfy رو: . د زنځیري قاعدې په بنسټ ل 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

180
sin

180180
))(sin(

)
180

())((sco

)())((

x
xg

xxg

xgxgfy











 

 د مثلثاتي توابعو مشتق                   ۹۴             

----------------------------------------------------------------------------------- 

 د لاندې توتبعو مشتق پیدا کړۍ

exx

canxx

ax

:cossin

:cotsec

:2cos
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fx

dx
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:))sec(sec(

:)13sin(

:tan 4

 

 بنسټ او د توان  يا طاقت  يو فرمول په بنسټ لرو: د ځنځیري قاعدې په:  aحل 
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sincossin2

)sin()(sinsin2
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exxxx

 

 لګې: یب

 تابع لومړي څلور مشتقونه دې پیدا  شي. f(x) = sinxد  -1

 

 ۹۵                                 د مثلثاتي توابعو مشتق                                

----------------------------------------------------------------------------------- 

f’(x) = cosx ; f’’(x) = -sinx ; f’’’(x) = -cosx ; (4)( )f x  = -(-sinx) = sinx   

    

 کړئ.تابع مشتق پیدا   x.sinx = (x)د   -2

 د ضرب قانون څخه کار واخلئ.

f’(x) = 1.sinx+xcosx=sinx+ x.cosx 

د   -3
1

( ) sin ; 0f x x
x

  .تابع مشتق پیداکولو له پاره د ځنځیر قونو ن څخه نار اخلو 

ږدو
1

²
z

x
 اوu(z) = sinz :لا س ته راځي 

2 1
'( ) cos

³ ²
f x

x x
 

 

 تمرينونه:  

 د لاندې توابعو لومړى مشتق و ټاکئ. --

2

2

) ( ) sin3 ) ( )sin cos ) ( ) sin

1
) ( ) tan 2sin 2 ) ( ) sin ) ( ) sin

1

a f x x b f x x x c f x x

x
d f x x x e f x x f f x

x

  


   



 

)(sin)( د  -- INnxxf n  .تابع د لومړي مشتق  لپاره فرمول وښاياست يا وټاکئ 

 د تانجنت تابع لپاره د ساين او کوساين قانون په مرسته د مشتق قانون و ښاياست.  --

)2لپاره  f(x) = tanxوښاياست چې د    -- ) 1 tan ( )f x x  .هم باور لري 
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 د ويش قانون له مخې د کوتانجنت قانون پیداکړئ او هم  د تانجنت قانون له مخې.    --

 ولې د ساين تابع او د کوساين تابع په خوښه زيات مشتقوړ دي.   ---

 

 

 کې وطبیعي علومپیداېښتي يا د مشتق استعمال په 
                 

 

 د مشتق استعمال په طبیعي علومو                     ۹۸           

----------------------------------------------------------------------------------- 

په رياضیاتو کې زيات وخت توابع راوړل 

  xکیږي، چې د يوې متحولې) اووښتونې( 

 په واک کې وي.

هنو کې  زيات وخت توابع په طبیعي پو

 څېړو، چې د وخت په واک کې وي.  

لکه په شکل کې د يوه توپ د غورځولو 

 وهلې لار )دا وروسته روښانه کیږي(

 

 

 

 فعالیت: 

گران زده کوونکي دې  د فزيک د درسونو له مخې د چټکتیا او بیړې تعريفونه ور کړي 

 کي. او د لار، وخت، چټکتیا او بیړې فرمولونه دې ولی

 

 لګه: یب

د يوه په برابرډوله بیړه ) تعجیل( غورځول شوي شي لپاره د پیل چټکتیا ) لومړنى 

0سرعت(   4
m

v
s

     او
2

1,8
m

a
s

 قانون په لاندې  -وخت-بیړې)تعجیل(  سره د لار

 ډول دۍ:

 
پورته ورکړشوي د

0v لپاره باور لري:     ارزښتS(t) = 0,9t²+4t 

   (tپه s ،  )ثانیه(s(t)   پهm ) )متر( 

منځنی چټکتیا ) سرعت(  
t

s




 ده( 
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 لحظوی)سملاسي( چټکتیا په لاندې ډول ده:

 
 

 
 

 ۹۳                                  د مشتق استعمال په طبیعي علومو                    

 

v-t -  دياګرام  کې يوه کرښه لاس ته

راځي، دا په دې معنی چې چټکتیا په برابر 

 ډول زياتیږي. 

دا دلته ثابته جګېدنه 
t

v




ده او  

2
8.1

s

m
a    

 بیړه)تعجیل( ده.

 

بیړې يا تعجیل لپاره دا لاندې مساوات 

 صدق کوي:

a
t

v
tv

t







 0
lim)(' 

 

 

 
 

 

 

 پام : د يوه برابرډوله په بیړه )تعجیلي( خوزښت لپاره لاندې باور لري:

atvtavattstvtvatts  )(')()(')(|
2

1
)(| 00

2 

)(')(لپاره د وخت پسې د لار مشتق  لپاره  vد يوې چټکتیا ) سرعت(    tstv      لرو. د

)(' ts  لباره داسې)(')( tstv  .هم لیکو 
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 فعالیت:

-وخت-د يوه خوزنده تن يا جسم د لار  -1

 دياګرام ورکړ شوی.

 الف: دا خوزښت تشريح کړئ.

 –وخت  –ب : دې پورې اړونده د چټکتیا 

 ديا ګرام وکاږئ.

  
 

يوه تیږه د پیل چټکتیا   -2
s

m
v 70  .سره  عمودي ) ولاړه(پورته  غورځول کېږي 

2قانون دى:  -وخت-د لار

0
2

1
)( tgtvts   د

2
10

s

m
g    را ټولې )؟؟ګردې شوې(

 (سره.

 د مشتق استعمال په طبیعي علومو                     ۹۶        

 

 الف(  د کوم وخت وروسته د تیږې چټکتیا )سرعت( صفر دى؟

 ب(  خورا جگ  د میل جگوالىوشمېرئ

-وخت-تابع د يوه خوزښت د لار  -3

 دياگرام ښايي.

الف(د ورځني ژوند څخه يوه بېلگه 

 ورکړئ، د هغې لپاره چې دا تلنه ښايي.

لپاره  فزيکي ځه  t > 3د منحني تلنه د  

 مفهوم لري؟

دياگرام -وخت-ب ( د خوزښت لپاره د لار

 په لاندې ډول دى.

tvtats  0

2

2

1
)( 

   a   اوv0 .وټاکئ 

دياگرم -وخت –پ ( د اړونده  بیړې 

 تشريح کړئ.وکاږئ او دا 

 یوه منفي چټکتیا )سردت( ځه معنا لري؟

 

 

وخت کې  tيوتن)جسم( په پورته ازاده غورځونه کې داسې حرکت کوي ،چې د   -4   
25)( tts  .لار وهي 
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 کې لحظوي چټکتیا)سرعت( وښايی. 3,2,1tپه وختونو  

 ره په دې لاندې معنا  دى:حل: لحضوي جټکتیا د سملاسي تغېرارزښت س
(1 ) (1)

1: 10 5
y s x s

t x
x x

   
    

 
 

10510لپاره  باور لري:   0xد    x   

120
)2()2(

:2 








 x

x
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20520 لپاره باور لري: 0xد   x 

1530
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 x
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sxs
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30520ه باور لري  لپار 0xد   x  

 ۹۹                                            د جګو درجو مشتق                              

-----------------------------------------------------------------------------------  

 

 تمرين:  

;0د 
16

1

288

1
)( 23  xxxxf 

بع   ګراف  او په  ورنزدي توگه د لاندې تا

فوټبال میدان کې  د توپ الوتنې منحني 

 ښايي، چې لاندې څېره لري.

 

 

 

 لاندې پوښتنې ځواب کړئ:

الف:توپ کوم خورا جگ) ماکسیمال( جګوالی لري او د وهلټکي)شوټ شوي ټکي( څخه 

 کوم واټن لري؟

 ېرته ځمکې ته راځي؟ب : د  توپ وهلټکي )شوټ شوي ټکي(څخه توپ څومره لرې ب

متره جګ دۍ. ايا  2متره لرې  او  9پ : د لوبې د دفاع دېوال د توپ وهنې ځای څخه 

 توپ له دې څخه جګ الوزي؟

متره جگوالي الوزي.  له ګول څخه په  2محور ( څخه په  xت : توپ د تور)گول( لاين) د 

 کوم لرېوالي دا ازاده شوټ وهل شوی دى؟  
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 د جګو درجو مشتق
 

 لاس کونه هم شته، چې د ورپسې مشتق له لارې د لومړي مشتق پرته د لوړو درجو مشتق

')(د  راځي. ته xf  بیا مشتق نیونې سره د)(" xf  مشتق تابع لاس ته راځي، چې د دويم

 مشتقتابع په نامه يادېږي.

 لګه:یب

26)("123)('1)( 223  xxfxxxfxxxxf 

")(د   xf.بیا مشتق نیونه و دريم مشتق ته اوداسې نور 

6)('"26)("123)('1)( 223  xfxxfxxxfxxxxf 

د 
3

)(
3x

xf  واره مشتق ونیول شي: 4تابع  دې 

              د جګو درجو مشتق                         ۱۱۱             

-----------------------------------------------------------------------------------  
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23

 xfxfxxfx
x

xf
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xf 

  د يوه تابع انځورونه د اړونده مشتق تابع سره  د تابع ګراف:
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 ۱۱۱                                    د جګو درجو مشتق                                        

-----------------------------------------------------------------------------------  

 

 پورته ټولو توابعو ګراف په يوه پروت ولاړ سیستم کې
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 لګې:یب

 مشت درېواره پیدا کړۍ  د تابع   اول:
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224)(
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              د جګو درجو مشتق                ۱-۷             

-----------------------------------------------------------------------------------  

 مشتق درېواره پیدا کړۍ  د تابع  دويم:
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 ټولګه:

مشتق تابع  xf)(لومړی مشتق د  xf)(د 
dx

xdf
xf

)(
)('     : ده 

')(دويم مشتق د  xf)( د xf  مشتق تابع
2

2 )(
)("

dx

xfd
xf :دی 

")(دريم مشتق  د xf)(د  xf  مشتق تابع
3

3 )(
)('"

dx

xfd
xf  :دی 

 ښه د مشتق قابلیت لري.په خو xf)(تابع کسرۍي په ځانگړي ډول: يو په خوښه 

 

 تمرينونه:

 د لاندې توابعو دريواره مشتق ونیسئ.
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                       ۱۱۷                       بعو مشتقاد اکپوننشل تو                                    

------------------------------------------------------------------------------- 
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 بعو مشتقاد اکپوننشل تو        

 د تابع مساواتو جوړښت

د انسان په کلمو کې کاره  سرته رسوي. دوي د کوټې   Coli - Bakterienکولي باکتريا 

دقیقو  ۳۱ويش ) حجره وېش( له لارې زياتیږي. و مساعدو شرايطو لاندې دوي په هرو 

ییې لپاره  يو ارزښت جدول  :اږ، او گراف يې کاږو. دلته کې ځان تجزيه کوي.  د غه عمل

 اووښتونې ) متغیره(  په دقیقو د وخت لپاره ده.  xد  

 متغیره د باکتريا گانو د تعداد لپاره ده.   yد 

 

 

= x دقیقې 

= y  د باکتريا ګڼون يا تعداد 

 فعالیت: د دې لپراه تابع ولیکئ 

,هر اکسپوننشل تابع د  قضیه :  ( 0)xy b b    د ټولو ريلو اعدادو لپاره مشتقوړ دى او

lnxfصدق کوي:  b b  

     حل: 

0 0

0

0

0

0

0

0 0

0 0

0

0

0

( ) ( )
lim lim , ( )

lim

1
lim ,

x

x x x x

xx

x x

x x
x

x x

y y f x f x
f x b

x x x x

b b

x x

b
b x x h

x x

 







 
 

 







   



 

                                              بعو مشتقاد اکپوننشل تو                         ۱۱۴               

------------------------------------------------------------------------------- 
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له پورته لرو  
1

log (1 )
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b k
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 او لا س ته تري راځي  
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logد لوگاريتم قانون څخه لرو:     log nn x x      ياو لاس ته راځ 
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 له پورته لاس ته راځي
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0 0
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1 1
, log

log ln
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'( ) ln

x

b
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 ضیه : 

)د   ) xy f x e   ئ. مشتق پیدا کړ 

                   ۱۱۵                           بعو مشتقاد اکپوننشل تو                                    

------------------------------------------------------------------------------- 
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 حل:

 

موږ  دا لرلي په پام کې نیسو: 
0 0 .

x x x xe e e
  

 

ړویارزښت لپاره  څ  xدونکي  یموږ د تل کوچنیک
1xe

x

 


 

 

 د دې په بنسټ موږ لاس ته راوړو: 

 

 زموږ د شمېرنې په بنسټ دا دا معنا لري:

 

 ځاى په ځاى کړو، نو لرو: xپه ځاى  0xکه د

 

                                              بعو مشتقاد اکپوننشل تو                   ۱۱۸                 

------------------------------------------------------------------------------- 
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 او     

)اکسپوننشل فنکشن  ) xy f x e    ټیک
! !( ) xy f x e   مشتق لري 

 بع لاس ته لاس ته راځي.تا  xeتابع  د مشتق څخه بېرته د  xeيعنې د 

 

 لگه: یب

لرو :    
23 0( ) 10; ( ) ;xf x b D f IR b IR     

 د پورته تابع مشتق ونیسئ.

 

     '( ) ( ) ( ')D f D f IR D f IR    
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                ۱۱۳                                        د لوگاريتم مشتق                                    
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 تمرينونه:

 د لاندې توابعو لومړى مشتق وټاکئ.

22 1 2 1

1

32

) ( ) 3 ) ( ) ) ( ) ( 1)
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 د لوگاريتم مشتق

              
 

 قعالیت: 

 لوگاريتم تعريف -

 اکسپوننت يا توان تعريف کړئ. -

 د لوگاريتم او توان ترمنځ اړيکې وښاياست. -

 

 :  قضیه

 د لوګاريتم  تابع مشتق: 

                                                        د لوگاريتم مشتق                     ۱۱۶               
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by=f(x)=logقضیه:  هر  د لوگاريتم تابع   x   0د, 0, 0b b x     سره،  مشتقوړ دى

او صدق کوي:
1 1

( ) log
.ln

f x e
x x b

      

by=f(x)=logثبوت: دا  چې تابع  x يواځي د x>0 لپاره  پیژند لري يا  تعريف دۍ. په هر

 :باوري دۍ  وي، نودا لاندېx>0 ځاي كى چى
1

0 0 0 0 0

0 0

( ) ( ) log ( ) log 1
log log (1 )
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f x h f x x h x x hy h
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 له مخى دا لاس ته راځي: لومړۍ برخې  (  د ) 
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   او له دې امله   
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x x

dy h
f x e e
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 مشتق  سره د خپل ټول  پیژند سټ كى د مشتق قابلیت لري.  د لوګاريتم تابع په وركړشوي
1

( ) logbf x e
x

   همداسې
1 ln

( ) .
ln

e
f x

x b
   داچېlne = 1 :نو صدق کوي 

1
( )

.ln
f x

x b
 .خه چې د ښوولو وو   . 

 

  :په ځانګړي ډول دا لاندې باور لري 

0 0

(ln ) 1

x x

d x

dx x

 
 

 
 

  

 گه: لیب

)3د   ) logf x x  .مشتق وشمېرئ 

 ښوونه:  په لاندې توگه مخ تخ ځو:

              ۱۱۹                                          د لوگاريتم مشتق                                    
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 لگه: یب

د 
2
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ln






x

x
yتابع مشتق  پیداکړئ 

 حل: 

 موږ لیکلاي شو :

   2ln2ln
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دا چې 
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(ln( 2))
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 او  
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 دى، نو لرو:    
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 ه:لگیب

 f(x) = log2(x)   لرو:  

                                                        د لوگاريتم مشتق                       ۱۱۱                
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 f '(x).   مشتق ۱غواړو پیدا کړو: 

 په ځاي کې   x0=16مشتق د 

 f '(x) = 1/(x·ln2حل: د حل لپاره د پورته فرمول څخه کار اڅلو: 

 په ځاي کې  مشتق ټآکو: x0=16اوس د  

0.09)= 1/(16·ln2)= 1/(16·0.69)= 0f '(x 

 

 

 تمرينونه:

 

 د  لاندې توابعو لومړى مشتق وټاکئ يا پیدا کړئ. 
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g f x h f x
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 قابلیت -وړوالی يا مشتقد يوې تابع 
 

موږ ولیدل، چۍ يوه تابع په هر ځاي کې تعريف نه ده، په هر ځاي کې حد نه لري 

رته د مشتق قابلیت یاوهمداسې په هرځاي کې متمادي نه ده. په همدې توگه يوه تابع هر چ

 هم نه لري.

 ځای کې تعريف نه ده:0په     | f(x) = | xتابع   

 f(x) = xله پاره باور لري  0xټولو  د

                ۱۱۱                                        د لوگاريتم مشتق                                    
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1سره او له دې
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 باور لري   او له دې سره:  f(x) = − x لپاره  د پورته په برعکس  0xد ټولو 

1
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lim

0

)0()(
lim

00
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fxf

xx
 

او ښی اړخیز  حد يو له بل سره سر نه خوري، حد)پوله ( نه شته.  تابع په دې  -دا چې کیڼ

 راوړل شوي ځای کې مشتقوړ نه ده. 

د تابع مشتق کېدنه په نورو ټولو ځايونو کې تر 

 اوسه تل ورکړ شوې.

په صفر ځای کې سره له دې  يو ښې اړخیز 

 مستق ورکړ شوی، يعنې لرو:
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 او يو  کیڼ اړخیز مشتق هم:
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lim)0('
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f
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که پورته گراف ته وګورو،  نو  وبه پوهیږو، چې يوه مشتقوړ تابع بايد ګوډه نه وي يا په 

 کوم ځای کې ماته نه وي يا په بل عبارت کونج جوړ نه کړي.

 

 د يوه نه متمادي مشتقوړ تابع لپاره بېلګه:

يو  تابع متمادي مشتقوړ بلل کیږي، که د 

وي. که يوه تابع هغې مشتق متمادي 

هرچېرته مشتقوړ وي، بايد نه دى چې 

  مشتق دې يې هم متمادي  وي.

               د بېلګې په توګه:
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 سره مستقوړ دی.  مشتق    x = 0تابع په هر ټکي کې حتي د  
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 ځای کې متمادي نه دۍ 0يې ددې په خلاف په

مشتق  د ټاكلو نیونويا فرضیو لاندې ممكن او له دې امله هلته هدفمند دى،  چېرته چى  

 لپاره 0xممكن وي يعني چیرته چى د تفاضل ويش  يو لیمیټ د  لیمیټ ) پولى( ته تګ

  . ولري  

(، ګورو چى هلته تانجنت نه شته او همدارنګه 4كه كومه منحني چیرته راماته وي )څېره 

جګیدل او هم  د تفاضل ويش نه شته. پس  د مشتق قابلیت د  متماديت په څیر د يوې تابع 

  .ځانګړي خوي دى

 كى انځور شوې  منحني د  ره یپه  پورته څ

 0x  كى  يواځنى تانجنت هم ونه په ځاي

لري او له دې امله  مشتق هم ونه لري، خو 

دلته يو كیڼ تانجنت 
1T  يا كیڼ جګوالى لري

ډول كیڼ مشتق  لري او په  اوپه دې

ډول يو ښى تنجت  همدې
rT  او ښى

جګوالى او په دي ډول ښى د تابع  مشتق  

 .موجو د دى

 

 

 

  .يوه  نامتمادي تابع كى د تانجنت يا مشتق  پوښتنه بى معنادهپه 

 دا دلته انځور شوى پرابلم يا مسأله اوس د  شمیرنې د  ټیك فرمول لاندې راوړو.

كى چى تابع متمادي نه وي د مشتق پوښتنه  بى مانا ده. نیسو 0x ولیدل شو چى په يوه ځاى

وى. دا څرګنده ده چى هره متمادي تابع بايد ضرور  مشتقوړنه  چى دا دې ښوول شوى

 وي. د بیلګي په توګه كه تابع  زاويه يا كونج ولري. 

دې  ته اړتیا ده چى وښايو، چى يواځي متمادي توابع د مشتق قابلیت لري، دا بیا دا معنا 

ډول مشتق  لري چى هره  تابع چې د مشتقوړ وي  بايد لږ تر لگه متمادي وي او په دې 

متماديت په بر كى لري  يا خوندي لري، په دې معنا چى  متماديت  د مشتقوړوالی  لپاره  

 اړيین يا ضروري شرطونه دي

  

                  ۱۱۷                                      د لوگاريتم مشتق                                    
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 : جمله

xfy)(كه د   0تابع  دx  نو هلته ضرور متمادي ده مشتقوړ وي،  په ځاي كى.  

 ښوونه : د دمشتق  د تعريف څخه لاس ته راځي، چى حد شته دى.

)('
)()(

lim 0

0

0

0

xf
xx

xfxf

xx







 

0xاځى هلته كیدى شي چى موجود وي، چى د لیمیټ  يو x سره  لپاره د مخرج

)()(0صورت هم صفر ته ولاړ شي يانې  0  xfxf .لاړ شي   

)()(نو باور لري:  0xfxf  0دxx  .لپاره  

  دا د  متماديت پیژند  دى.

 

xxxبڼه  هم انځوريدلى شي كه  دا تفاضل  وېش  په يوه بله   وكاروو:  0

')(دلته مشتق   xf توګه وركړ شوي دى: په لاندې 

(  پورې اړ خوي  lokalد يوه  تابع  د مشتق قابلیت  د لومړي ځل لپاره يواځى  په ځاى )

ت  كى) لومړي كى تعريف دۍ. لكه څنګه چى په متمادي x=x0 دى يعنى په يو ځاي

څپرکى دې وکتل شي( كیدى شي چى د مشتق قابلیت او مشتق يوه واز يابند اينتروال ته 

  .وغزول شي

 
 : تعريف

xy)(د    په واز اينتروال  يوه تابع),( ba  كې، د اشتقاق قابل)مشتقوړ( بلل کېږي، د

 ق سره. لاندې مش

bxaxf
dx

xdf

dx

dy
 ;)('

)(
 

0),(كه داد  baxx   په هر ځاى كې د مشتق قابلیت ولري  د مشتق)(' 0xf دا په  .سره

],[بند اينتروال  ba كې  مشتق وړ بلل كېږي، كه دا سربېره پر دې د a  په ځاي كى ښى

  .ړخیز   مشتق وړ هم ويپه ځاي كي كیڼ ا b اړخیز اود

 

 : ۸،  ۳ بیلګه

ny = xد توان تابع  ,  n = 1 , 2 , 3,.....  په هرځاي كى د مشتق  قابلیت لري  د لاندې

 مشتق  سره
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n
n-1dy dx

= = nx  
dx dx

 

  

xyد ساين تابع  sin   او كوساين تابعxy cos  په هرځاي كى مشتقوړده،  د لاندې

 مشتق سره
dy dsinx dy dcosx

= =cosx, = =-sinx 
dx dx dx dx

 

       

xfy)(په يوه واز انتروال كى     مشتقوړ تابع مشتق بیرته)('' xfy  ده ، نو په  تابع

  .ډول يي د مشتق  قابلیت  اود  متماديت قابلیت  پوښتنه كیدى شي دې

 

 :۴. ۳تعريف ) پیژند( 

0xxپه يو د   (ابل تابع )رابیلیدوړ بلواك(چاپیريال کې د مشتق ق(xfy  0پهxx   كې

'')(دوه واره د مشتق قابلیت لري)رابیلیدوړ دى(، كه د هغي اشتقاق)رابیلیدنه( xfy   هلته

')(د مشتق قابلیت لري)رابیلیدوړ وي(. سړى د   xf ه د بلواك(مشتق د تابع)رابیلیدن 

)(xfy  رابیلیدنه بولي او لیكي دويمه : 

00

)('
)(" 02

2

xxxx
dx

xdf
xf

dx

yd




















 

 

xfy)(يو په يوه واز اينتروال كي  مشتق کېدونکې تابع مشتقوړ بلل  هلته دوه واره

'')(كېږي، كه د هغه  مشتق xfy  اينتروال كې  مشتق وړ وي په دې.     

 :ددې لپاره لیكل كېږي

dx

xdf
xf

dx

yd )('
)("

2

2

 

 

 

 تمرين: 

xyxycyتوابع دا وښايئ چې ايا  n cos;;  هر چیرته دوه واره  مشتقوړ دي؟ 

 

 

 

  د معکوس  تابع مشتق
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 فعالیتونه:

 د يوې تابع  معکوس تابع تعريف کړئ.

د   
x²+5x

f(x) = 
x³-8

ست.تابع د تعريفساحه  وښايا    

رى.ید  پورته تابع د مشتق مشتق وشم  

 

xfy)(اوس دې معكوسه تابع  تر څیړني لاندې ونیول شي . دلته دې ونیول شي،چې   

0xxپه    0كې د)( xf  0سره  او په يوه دx 0چاپیريال كې جګیدونكى دى)(' 0 xf 

')0او يا په كلكه لوېدونكی  0 xf  امله معکوس كیدونكى هم دى، يعني   او له دې

1( )x f y :نود كمښتويش لپاره  معکوسه تابع لاس ته راځي ، 

1 1

0 0

00 0

0

( ) ( ) 1 1

( ) ( )( ) ( )

f y f y x xx

f x f x yy y y f x f x

xx x

  
   

   



 

   0xxاو دا چې    او)(xf  0د متماديت له امله همyy  .او باورلري 

     
0 0 0 0

0 0

1

( ) ( )

( ) 1 1
   

( )
y y f x y y f x

x x x x

dx df y

dy df xdy dy

dx dx



   

 

  
    

      
   
   

 

 

    0xxكه  د لاندې  ټكي ځاى   لپاره ساده بیرته x  :ولیكو نو دا  لاندې لنډ فورم لیكلى شي 

xfy)(  د  .لپاره باور لري 

1dx

dydy

dx
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لاس ته راوړي چى د هغه  د پورته وركړ شوو نیونوسره سړى بیرته يو د تفاضل ويش

 سره د مروج ويش په څیر شمیرنه كیدى شي، لکه

 1

0 0

0

1 1 1
( )`( ) lim lim

`( )
lim



   

 


   

 

 

y x

x

x
f y

y yy f x

x x

 

په يوه چاپیريال كى د  x د y = f(x) كه  : د  معکوس تابع مشتق  : ۳.  ۳ جمله
1( )x f y د سره معکوس او هملتهf’ ( x ) |= 0  ع د سره مشتقوړ وي،  نو معکوس تاب

(y = f (x  او باوري سره  مشتقوړ دى   
1


dx

dydy

dx

                

1f تابع د مشتق څخه د   f كیدى چى د   حل:   معکوس تابع مشتق لاس ته راوړو. له  

ته سره،  لاس  y = f(x+  x)-f(xاو  معکوس څخه، د ) y->0 اوهم x  ->0  امله له دې

 راځي:               

1

0 0

0

1 1 1
( )`( ) lim lim

`( )
lim

y x

x

x
f y

y yy f x

x x



   

 


   

 

 

 

dx

dy
xf )('

او  
dy

dx
yf   سره.  )1'()(

 بالاخره لرو:

 
 

 

)تمرينونه:    د ) ; 1,2,3,4......ny f x x n   0 لپاره كه  تابع x  وټاكل شي  

او په دې  
1

; 0nnx y y y     يې معکوس تابع وي، نو د معکوس تابع مشتق يې توگه

 ونیسئ.

د  -- 
m

ny  x , ,m n N   .تابع د معکوس تابع مشتق ونیسئ 
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 تابعو مشتق   Implicitد ايمپلیڅیت 
 

تابع د  f(x)د يوې تابع هغه زيات د استعمال وړ انځورونه د تابع د مساوات له مخې او د 

ډول، که تابع متحوله د برابرون په يوه اړخ Explicit ورشو ورکولو سره په اکسپلیڅیت

 ځانله شوې وي:

 Y = 3x²+7xلګې په توګه    ید ب

نه د تابع د مساوات له مخې دۍ، د تابع د ود يوې تابع هغه زيات د استعمال وړ انځور

 Ex²+7x+y=0لګې په توګه   یول د بد Implicitايمپلیځیت  ورشو ورکولو سره په

 فعالیت: 

 ولرو، څنګه کولی شو، چې ددې تابع مشتق پیدا کړو؟Ex²+7x+y=0که 

 قضیه:   

لرو، غواړو     x²+xy –y² = 1څیته بڼه يوه تابع په ايمپلی
dy

dx
 پیدا کړو.:  

 ښوونه: 

2 2( ) (1)

2 (1 ) 2 0

2

2 (2 )

2

2

2 2

2 2

d d
x xy y

dx dx

dy dy
x y x y

dx dx

dy dy
x y x

dx dx

dy
x y y x

dx

x y dy

y x dx

dy x y x y

dx x y y x

  

    

  

  






 
 
  

 

ايمپلیڅیټ مشتق  د يوې تابع  مشتقنیولو  لپاره يو امکان دى، چې نه  ايمپلیڅیت يعنې د يوه 

ورکړ شوى وي. ترم سره ورکړ شوى وي، بلکې د ايمپلیڅیت يعنې د يوه مساوات له مخې 

دا قاعده د دې لپاره هم کارول کیږي، چې تابع په اکسپلیڅیت ډول ورکړ شوې وې، خو  د 

  .دې مشتقنیول ستونځمن وي

 تابعو مشتق   Implicitد ايمپلیڅیت                 ۸۸۱            
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 لګه : یب

ګه چی په ځدی، یتابع مشتق په ورسره بلدو مشتققوانینو نه شي نیول ک  د  

لارې د اکسپوننت بنسټ او جګ ااکسپوننت کې يې متحولې پرتې دي. د لوګاريتم له 

 دی شي:یمتحوله له منحه وړل ک

 

 پسې مشتق نیسو: xاوس ايمپلځیت دا حل کوو، داسې چې دواړو لورو ته يې د 

 

 د دې  مساوات  مشتق د ځنځیرقانون له لارې صورت نیسي:

  

 دۍ. د لوګاريتم  او ضرب  د مشتق قانون لاس ته راځي:  .y = f(x)دلته 

  

f(x) = xله پاره بېرته   yپسې حل شي او د   f'(x)که په  
x

ځا په ځای کړو، نو دا حل   

 لاس ته راځي:

 

 

 تمرينونه:

x وړانگې سره د د ايرې مساوات   r د -
2
 + y

2
 = r

2
سره. دايمپلیخیټ مشتق له لارې يې  

  مشتق ونیسئ.
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 سره ورګړ شوې الیپسې  مشتق دې ونیول شي. د    --

 

 

 د بنسټیزو مشتقونو جدول

  

xf)( نیونه يا فرضیه  )(xf Nr. 

 1 konstc  1 

.......3,2,1n 1. nxn nX 2 

x 0ټول عدد اوx 1. nxn nX 3 

0, xrationalr 1. rr x  rX 4 
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nn x
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 xcos xsin 11 

 xsin xcos 12 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 
 

zkkx  ,
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xtan 13 

)(,  zkkkx  
)cot1(
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2
x

x
 

xcot 14 

 

د  پورته جدول په مرسته كیدى شي چى كم له كمه په فورمـال ډول ، په خوښه د هرې 

شننیزې يا سپړنیزېې)تحلیلي( ويینې يا افادې مشتق په شننیزه توګه لاس ته راوړى  شي،  

  .سره له دې هم بايد سړى  همغه نیونى په نظر كي ونیسي

 

 

 

 ټولګهد فصل 
 

 دنه( يا منځنی تغېر ارزښتید سیکانت جګ ) Differenzenquotient    کمښتويش
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 ) د تانجنت چګوالی يا لحضوي تغیر ارزښت(Differetialquotient   مشتق
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 د ثابتې قانون 
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 جمعې قانوند 
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 د ضرب قانو
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 د وېش قانون
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 د ځنځیر قانون
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xzzfxf

xzfxf




 

 

کې په همغه ټکي کې د  Pمیل )جګوالی( په يوه ټکي   تعريف (: د يوه تابع ګراف) 

 تانجنت د میل يا جګوالي ګراف سره برابر  دى

 

 

   Difference quotientد کمښت ويش يا د تفاضل ويش 

 د يوې کرښې جګېدنه بې له مشتق نیونې ټاکلکېدی شي:

 لرو y=f(x) = mx+aکرښه    

 ې فرمول په لاندې ډول دۍ:د دې کرښې د جګېدن
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 د څپرکي تمرينونه:
 

 وټاکئ. په ټکو کې Qاو  P(  کمښتويش ) د تفاضل وېش( ارزښت د ۱)  

a )    P(3,2)  ,  Q(5,4)         b )   P(2,4)  ,  Q(3,1) 

0x( د  ۳) x   په ځاي کې  دf .تابع د تانجنت جگوالى وټاکئ 

3,5.0)()2,)() 0

2

0

2  xxxfbxxxfa 

 

(  د کمښتويش) د تفاضل ويش( او مشتق لاندې څه پوهیږو او د دوي ترږنځ فوپیر څه ۷)

 دى؟

ابع د سکانت)    ( لاندې څه پوهیږو او د تانجنت جگېدو لاندې څه پوهیږو؟ (  د يوه ت١)

 او دوي ترمنځ کومې اړيکې پرتې دي؟                       

 

 ( د   تابع  مشتق د توان قانون له مخې پیداکړئ.٢)

5 6

2 5

4 3

3

) ( ) ) ( )

1 1
) ( ) ) ( )
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1 1
) ( ) ) ( )

a f x x b f x x

c f x d f x
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g f x h f x
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 (  د   تابع مشتق د ثابت د قانون له مخې پیداکړئ.٢)
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 لري.ترمونه همغه مشتق  g(x) + c(  د تابع د گراف په مرسته وښايئ، چې ټول ۳)

 ياودونه: پابت عدد که هرکوم ارزښت ونیسي.

 ضريب ) ځله وونى( ساتلى پاتې کیږي. aد مشتق  سره  د    a.g(x)( وښايئ، چې د  ۶) 

 تابع مشتق د جمعې قانون سره وښايئ f(  د   ۹)

54.03)()
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2
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)()134)()

2
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xxxfd
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xxxfbxxxxxfa

 

 تابع مشتق د ضرب قانون سره وټاکئ. f(د   ۱۱)

3 2 2

2 3 2 2

) ( ) ( 2 1) ) ( ) (2 1)( 1)

) ( ) ( 5)(2 ) ) ( ) (4 4)(3 2)

a f x x x x b f x x x

c f x x x x x d f x x x x

     

       
 

 تابع  مشتق د ويش قانون له مخې وټاکئ.  f( د  ۱۱) 
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xfb

x

x
xfa





















23

2

2

3

2

2

3

2

1
)()

32

4
)()

1

32
)()

4

1
)()

 

 ( د وېش قانون له مخې په څټ ارزښت) پرعکس ارزښت( وټاکئ.۱۳)
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 الف( د لاندې تابع مشتق وشمېرئ. ۱۳) 

1 '( )
( ) '( )

( ) ( ) ( )

g x
f x f x

g x g x g x


  


 

)د   ) 0g x سره 

 تابع ارزښت د زنځیر قانون له مخې وټاکئ.  f( د   ۱۷)

4 2 2 2

3 3 4

) ( ) (4 ) ) ( ) (3 4 5)

) ( ) (2 7) ) ( ) (5 3 )

a f x x x b f x x x

c f x x d f x x

    

   
 

 ( د لاندې توابعو مشتق وتاکئ.۱١)

2 3 4

2 3

1 1
) ( ) ) ( )

(2 ) ( 5)

) ( ) (1 ) ) ( ) 1

a f x b f x
x x x

c f x x d f x x

 
 

   

 

 واره مشتق ونیسئ.(  د لاندې توابعو درې ۱٢)
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م درجې تابع  بايد څو واره مشتق ونیول شي چې يوه  ثابته ترې لاس ته -n( د يو  ۱٢) 

 راشي.

 ( د لاندې توابعو لومړى مشتق و ټاکئ.۱۳)

1

1
sin)()sin)()2sin2tan)()
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)(sin)( ( د۱۶) INnxxf n  .تابع د لومړي مشتق  لپاره فرمول وښاياست يا وټاکئ 

 ښاياست. ( د تانجنت تابع لپاره د ساين او کوساين قانون په مرسته د مشتق قانون و۱۹)

)2لپاره  f(x) = tanx( وښاياست چې د ۳۱) ) 1 tan ( )f x x  .هم باور لري 

 ( د ويش قانون له مخې د کوتانجنت قانون پیداکړئ او هم  د تانجنت قانون له مخې. ۳۱)

 (  ولې د ساين تابع او د کوساين تابع په خوښه زيات مشتقوړ دي. ۳۳)

 ( د لاندې توابعو لومړى مشتق وټاکئ.۳۷) 

22 1 2 1
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 مشتق دې پیدا شي.    (د   ۳١)

 مشتق يې وټاکئ يا پیدا کړئ. 
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(   د لاندې توابعو لپاره خورا لويه تعريف ورشو)ساحه( ورکړئ او لومړى مشتق ۷٢) 

 يې وټاکئ.
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 د تعريف سټ)ډېرۍ( هغه ورشو)ساحه( ورکړئ، په کومه کې چې توابع مشتقوړ دي.

2)())()

)4)(2()()3)()

2 



xxfdxxxfc

xxxfbxxfa
 

ته همداسې سوچ وشي، لکه  (   ولې بايد د ټیک شمېرنې لپاره لوگاريتمي توابعو۷٢) 

 ريښه توابعو ته ؟

 مه پوښتنه د لوگاريتمي توابعو لپاره ځواب کړئ.– ۹۱(  ۷۳) 

)42ln()())1ln()() 4  xxfbxxfa 

 

 د لاندې توابعو لومړى مشتق پیداکړئ. –( ۷۶)
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 لومړى مشتق وټاکئ   -( ۷۹) 
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 د هرې تابع لومړي درې مشتقونه وټاکئ  –(١۱) 

x
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exxfd
x
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2)()
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cossin)())()
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 سره برابر دى.  fد   fشتق په کوم تابع کې لومړى م –(١۱) 

 (١۳)–  

)  تابع   لپارهfالف: د کو   ) 2 ( )f x f x    دى؟ 

)تابع   لپاره fب: د کو   ) ( )f x f x     دى؟ 

 سره سر خوري يا برابر دى؟  fڅوم  مشتق  د  f(x)=sinxد    -(١۷) 

 ورکړئ. م مشتق ته وده -د  لاندې توابعو لپاره   –(١١) 

)1ln()())()  xxfbexfa ax  
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 ( Theorem of Rolle)   د رول قضیه                

 

 

],[يوه تابع په بند اينتروال  fکه د  ba  کې متمادي اوk  دa  اوb  ترمنځ  پروت وي، نو

kcfنځ  شته، داسې چې ترم bf)(او af)(د cهلته لږ تر لږه يو عدد  )( .دى 

 

 فعالیت:

کې ثابته وي، دا به د يوې تابع لپاره څه معنا ولري،  ]3,1[تابع په يوه بند اينتروال  f_ که

ه چې تابع  څنگه ځغلي. ايا دا تابع به جگ ټکي يا ټیټ ټکي ولري او که څنگه؟ دا روښان

 کړئ او د انتروال په خوښه درې منځ ټکو کې ارزښتونه يو له بل سره پرتله کړئ. 

xxf_  وښاياست، چې د  )( 1,1[تابع په[ رته لريیانترول کې جگ او ټیټ ټکي چ 

ارزښتونه وښاياست  fاف دارزښتونو لپاره په گر xاو د يو او منفي يو تر منځ  د درې 

 او وښاياست، چې يو  له بل توپیر لري او که نه؟

کوم جگ يا ټیټ ټکى لري او که ځنگه او که لري  2x_  د رسم له لارې وښاياست، چې 

 رته؟یيې چ

 

 Theorem of Weierstrass   دوايرشتراس قضیه

 

],[يوه تابع په بند اينتراوال fكه د ba کې متمادي وي، نوf اينتراوال كى لږ تر لږه  په دې

 يو جگ ارزښت)اعظمي قیمت( او يو ټیټ ارزښت)اصغري قیمت( نیسى

 ېښي. بر دلته شننیز يا تحلیلي ځواب  نه وركول كیږي، دا وينا د لیدلو له مخې  معقوله    

 مونوتون يا monotonكیدى شي چى يو  همغږيز )

 جگټیټ( ارزښت د اينتروال په غاړه هم پروت وي.

 د اينتروال محدودوالۍ )بندوالى( بى قید او شرطه حتمي 

دى. د بیلگي په توگه د 
x

xfy
1

)( بند  تابع  په نیم 

)0,[اينتروال  b  ،مگر پورتهكې متمادي ده  لور ته بنده نه 

  ده، چى په دې توگه خورا جگ ټکى نه لري
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 قضیي د مشتق منځ ارزښت
   

اوتفاضل ويش ترمنځ داسى  نږدې  –د تانجنت او قاطع ترمنځ او په همدې ډول د مشتق 

 اړيكي شتون  لري، هغه چى د انالیوزې په منځ ارزښت قضیو كى تشريح كیږي. 

قضیه لاس ته  د تابع او انحرافي ارزښتونوخويونو څخه لومړى پسى تړلې لاندې د رول

 راځي

 

 قضیه:(Rolle) د رول

],[تابع دې په بند اينتروال  fوه د ي ba  کې

)()(متمادي وي د bfaf  سره  او په واز

),(ايتروال ba  کې مشتقوړ، نو لږ تر لږه

)يوځاي  , )c a b 0 شته دى د'( ) 0f x  

 .سره

 

 

 

 حل:

)'0ثابت وي نو سملاسي لاس ته راځي: fكه .1 ) 0f x    

ثابت نه وي، نو د وايرشتراس د قضى له مخى لږ تر لږه د تابع يوخورا لوي او fكه .2

ثابت نه دى. نو fيوخورا  كوچنى ارزښت موجود دى. دا ارزښتونه توپیر لري، ځكه چى

)()(له دى کبله لږ تر لږه له دې ارزښتونو څخه د  bfaf   سره نامساوي دى . په

موجود دى. د مشتقوړ  0xاساس د اينتروال په دننه كى يو  مونوتون )جگټیټ( ځاى دې

شرطونوقضي  له مخى  ا  ضروريتوابعو مونوتوني )جگټیټ ارزښت( شتون   د اړيین ي

)'0 لاس ته راځي: ) 0f x    

تر اوسه مو وښوول، چى د لازمو شرايطو لاندې يوې افقي قاطع ته يو افقي تانجنت هم 

 شته دى. 

 دا هندسي پرابلم كیدى شي چى عمومي شي. 

نت د همغه میل مايئلى قاطع ته په همغه ډول تانج پوښتنه رامنځ ته كیږي، چى ايا يوې

 )جگوالي( سره جوړيدلى شي؟ 

 ځواب يى لاندې قضیه راكوي.
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  د مشتق منځ ارزښت )وسطي قیمت( قضیه:

xy)(كه    تابع په بند اينتروال],[ ba  كې

),(متمادي  او په واز اينتروال  ba  كې د

)مشتق وړ وي، نو هلته يوځاي , )x a b   شته

 دى، د كوم لپاره چى لرو:

    0

( ) ( )
'( )

f b f a
f x

b a





 

 

 

يوه مرستندوې تابع داسى تعريفیږي، چى د رول قضیه وکارول شي. د دا پرابلم په  حل: 

)a(f)ax(دې لپاره د قاطع مساوات رامنځ ته كوو:         
ab

)a(f)b(f
)x(gy 




 

 د مرستندوې تابع په څیر د مشتق تابع جوړيږي:

),a(f)ax(
ab

)a(f)b(f
)x(f)x(g)x(f)x(h:h 




 

)()(0نو باور لري:      bhah  برسیره پر دېh  په),( ba کې د مشتق وړوالى لري او په

],[ ba قضیې وړاند نیونه)فرضیه( وركړ شوې، دا  سره د رول د کې متمادي دى. له دې

)معنا چې يو ځاي په دې , )x a b  0شته دى د)(' xh :سره، چې له هغې لرو 

ab

)a(f)b(f
)x(falso,0

ab

)a(f)b(f
)x(f)x(h 000









يعنې

ab

)a(f)b(f
)x(falso,0

ab

)a(f)b(f
)x(f)x(h 000









  

 ي.یږلگې نوره هم روښانه کیپورته لاسته راوړنه به دا لاندې ب

 

 بیلگه:  

xxfد sin)(   يوه تابع  دې داسې

 ورکړشوي 

),(وي،چې په يوه ټكي  BB YXB  كې

 تانجنت 

  1P)0,0(د منحني مماس وي، هغه چه  په

,1(او 
2

(2


P  ټکو کى  همغه میل ياجگوالى 

 لري لكه قاطع.
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   ځواب: د قاطع )غوڅي(  میل ياجگوالى:











2

0
2

0sin
2

sin

m 

)د منحني میل  د   : )B BB x y   په ټکى کې



2

xcos)x(f:)y:x(BPunktimKurvederSteigung BBBB  

x(fund88,0(f)88,0(77,0له دې  څخه لاس ته راځي: 
2

arccosx:tlgfoDaraus BB 


 88,0(77,0او(f)x(fund88,0
2

arccosx:tlgfoDaraus BB 


  

B:hrpunktuBer)77,0:88,0(لمس ټکى:      

)88,0x(77,0مساوات:    د تانجنت
2

y:TangentederGleichung 


  

 د منځ قضى د عمومیت څخه لاس ته راځي:

 

 قضیه: ارزښت  منځد پراخه شوې 

)()(كه  xfufgv  )()( او xfufgv   په بند اينتروال],[ ba متمادي توابع وي او په واز  کې

),(اينتروال  ba 0شتقوړاو کې م)(' xg ولري، نو د ټولو   باور),( bax  لپاره، كم

0),(له كمه يوځاى  bax  راځي:     وجودلري چى لاس ته ترې

)x(g

)x(f

)a(g)b(g

)a(f)b(f

0

0









 

')(0حل: د xg  له املهg  معکوس کېدونکى ده او)(xgv  د  مساواتx  په لور

)1معکوس كیدنه وركوي، يعنې:  )x g v  

په تابع كى هم نوې  متحوله ځاي پر ځاي شي، نو يوه زنځیري تابع لاس ته ترې  fكه د 

 راځي:

)())(()( 1 vhvgfxfu   

 ه راځي:د زنځیري قاعدې له مخې يى دا مشتق لاس ت   

xhu)(كه په   1تابع د ( )v g a 2 او ( )v g b 

0سره  د وسطي قیمت قضیه استعمال شي، نو د  1 2( ; )v v v  ځاى په لاندې ډول موجود

 دى:

 

 رول قضیهد                  ۸۳۲          
---------------------------------------------------------------------------------- 
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)v(h
vv

)v(h)v(h
0

12

12 




 
1او   h(v)=f(x),v=g(x)څخه د  له دې   

0 0( )x g vسره لاس ته راځي:  

)x(g

)x(f

)a(g)b(g

)a(f)b(f

0

0









 

 تمرينونه:

و لاندې توابع دوه صفرځايونه لري. هغه بحراني ارزښتونه پیدا کړئ، چې د دواړو صفرځايون

 تر منځ پراته وي.
4

4

) ( ) 5 ³ 7 5 6

) ( ) ³ 2 ² 2

a f x x x x x

b f x x x x x

    

   
 

 

 

 )يوناني: يوغږيز، برابرډوله(  Monotony) همغږيزې توابع

 ټیټېدونکې توابع( -جگېدونکې)متزايد(، ټیټېدونکې)متناقص( توابع)جگ

 

 فعالیتونه

 په پورته څېره کې ټول هغه ځايونه وښاياست، چې هلته تابع جگېږي.  -

 کې ټول ځايونه وښاياست، چې هلته تابع ټیټیږي.په پورته څېره  -

 په پورته څېره کې ټول هغه ځايونه په نخښه کړئ،  چې هلته د تانجنت میل افقي وي.   -

 ۸۳۳                                  همغږيزې توابع                                      
---------------------------------------------------------------------------------- 
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که د ټولو 
21 xx   لپاره دf په يوه اينتروال کې   يوه تابع 

)()())()(( 2121 xfxfxfxf  دونکېیوي، نوتابع په دې اينتروال کې مونوتون جگ                

)()(کیږي،که للب تیټیدونکې( -)  21 xfxf اجازه ونه لري،نو دا په کې     

)()())()(( 2121 xfxfxfxf  دونکې )همغږيز یکره يا په زغرده همغږيزجگ

 ږي. یدونکې( بلل کیټیټ

لاندې قواعد، چې له همغږيزوالي څخه په لاس راځي، د همغږيزوالي حالت لپاره گټور 

 دي.

دونکې ده، که د یکې همغږيزجگ Dپه ورشو)ساحه( ټیک هلته د تعريف  يوه تابع  fد 

 کې پراته دي،  باور ولري: Dلپاره، چې په  2xاو   1xخوښې

1 2

1 2 1 2

1 2

( ) ( )
, 0

f x f x
x x D x x

x x


    


 

لپاره،   2xاو  1xکې همغږيزټیټېدونکې ده، که د خوښې Dپه   ټیک هلته يو تابع  fد 

 کې  پراته دي،  باور ولري: D  چې په 

0
)()(

,
21

21
2121 






xx

xfxf
xxDxx 

 

 ټیټوالی جملېجگټیټوالی، د جک Monotonyيوغږيزوالی )يونواخت والى( 

)(01دا  axaxf  کرښیز)خطي( تابع

خورا ساده تابع ده، چې  انحنا نه لري. ددې 

لپاره مسئول يې ثابته جگېدنه يا ثابت میل 

)tan(1 a  ى، چېرته چې  د کرښې او

محور ترمنځ xمثبت لوريز د

 نج( ده.  زاويه)کو

په مخامخ شکل کې: کرښه د مثبت میل سره 
0tan01  a 

      

 
 

جګوالي  کرښه د مثبت

 سره

 حګوالي سره
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900که     يا 10 a  وي، دا په

00دې مانا چې 1  a(همداسې ،)

نو کرښه جگېږي. دا  معنی لري، چې د 

ارزښت  xf)(د تابع  سره xجگېدونکي 

 هم جگېږي.

په مخامخ شکل کې: کرښه د منفي جگېدنې 

0tanسره:   01)(همداسې a 

             
0tanداپورته داسې دى:  همداسې

1 0a 
 

 

که 18090   01يا  a  0وي، دا په دې معنی، چې   01همداسې a نو ،

 xf)(ارزښت  سره د تابع xکرښه ټیټېږي يا لويږي. دا په دې معنی، چې د  جگېدونکي 

 ږي.یی ککوچن

ټیټېدونکې تابع( غږيږو او له يوه -په پورته دواړو حالتونو کې د همغږيزې تابع )يا د جگ

01دونکې تابع څخه، که یهمغږيزجگ a  ،وي. له يوې مونوتون ټیټیدونکې تابع څخه

1که 0a  .وي 

چې د منحنیو تلنه  راکوي، که فکر  دا د مونوتوني کلمه په هغو توابعو هم کارول کیږي،

 دی شي. یوشي، چې په ټولیزه توگه د منحنی د گراف په هر ټکي باندې تانجنت ايښول ک

2د تابع  له دې امله 

2)( xaxf    لپاره

 باور لري: 

په اننتروال 
Rxx }0|{|1   کې تابع

)(xfمونوتون ټیټیږي.  او)(xf  په

 اينتروال

Rxx }0|{|2  کې  مونوتون 

 جگیږي.
 

 

دنه ثابته وه. اوس دا حالت مخ ته نه لرو، يعنې یلکه د کرښې په گراف کې، چې جگ

 دنه ثابته نه ده، بلکې دا د منحني له يوه ټکې څخه بل ټکي ته تغیر خوري.یجگ

منخني  0دنهیمنحني مونوتون جگیږي. د تانجنت جگ 0دنه ید تانجنت جگ

 مونوتون ټیټیږي

 دنه، که صفر وي،  ثابت  پاتې کیږي.ید تانجنت جگ

 

 کرښه د منفي جگوالي سره

 جګېدونکې        ټیټېدونکې
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 ۸۳۵                                      همغږيزې توابع                                      
---------------------------------------------------------------------------------- 

')(تابع  لومړی مشتق  xf)(روښانه ده چې د  xf  د تابع میل )جگوالی( ورکوي. ددې

 سره د مونوتونی قضیه په لاندې ډول فرمولوو.

  

 قضیه: 

 کې مشتقوړ وي. Iوال تابع دې په انتر xf)(د 

')(0کې مونوتون جگېدونکې وي، نو باور لري: Iتابع په اينتروال xf)(که د  .1 xf  د

 لپاره1xټولو 

')(0په اينتروال کې همغږيزټیټېدونکې وي، نو باور لري:  xf)(که  - xf    د

 لپاره. 1xټولو

')(0که - xf 1وي، دټولوx  لپاره، نو)(xf  په اينتروالI .کې همغږيز جگېدونکې ده 

')(0که - xf1وي د ټولوx  لپاره، نو)(xf په ايتروالI .کې همغږيز ټیتېدونکې ده 

')(0که - xf1وي ، د ټولوx لپاره، نو)(xf  په اينتروالI  کې په کلکه

 .دونکې دهیهمغږيزجگ

')(0که -  xf 1وي د ټولوx  لپاره،نو)(xf  په اينتروالI کې په کلکه مونوتون

 ټیټېدونکې ده.

 

 ( ټاکنههژند ورشو )تعريفساحید مونوتوني پ

لگه: د تابع گراف څخه زيات وخت یب

دی شي د مونوتوني ساحې لږ يا زيات یک

 ټیک و لوستل شي.

Rxد  }1{|1   لپاره)(xf  په

 دونکی دى.کلکه مونوتون جگې

Rxد  }31{|2  لپاره)(xf  يوغږيز

 ټیټېدونکې ده.

Rxrد  }|3  لپاره)(xf  په کلکه

 يوغږز جگېدونکې ده.
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له گراف څخه لاندې مونوتوني ساحې 

 لوستل کیږي.

د
Rx }1{|1    لپاره)(xf  په

 کلکه مونوتونج گېدونکې ده.

د 
Rx }31{|2  لپاره)(xf په کلکه

 مونوتونجگېدونکې ده.

Rxrد  }|3  لپاره)(xf  په کلکه

 مونوتون ټیټېدونکې ده.

 
 

 تمرينونه: 

 ړئ.یي خويونو وڅلاندې تام راشنل توابع په  همغږيزوال  ---

3 2 3 2

3 2 4 3 2

) ( ) 6 9 3 ) ( ) 2 9 12

1 1
) ( ) 6 1 ) ( ) 2 2

4 3

a f x x x x b f x x x x

c f x x x d f x x x x x

      

       

 

 په واکوالي کې ورکړئ.  aد لاندې ماتراشنل توابعو د مونوتوني حالت  د   --- 

1

1
)()

2

1
)()

2 





ax
xfb

ax
xfa 
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                  (local extrema) ټکي افراطيځای اړونده 

 

 

 پام دې ورته وي.يادونه: په لیکلو مې کله کله د افراطي  لپاره بحراني لیکلي، 

 فعالیتونه: 

 ټکي پراته دي. افراطيرته ید مختلفو توابعو گرافونه او په هغې خبرې، چې چ

 په پورته څېره کې د تابع لپاره نسبي جگ ټکي اوخورا جگ ټکي و ښاياست. -

 په پورته څېره کې  نسبي ټیټ او خورا ټیټ ټکي وښاياست. -

ي جگو ټکو همداسې خورا جگو ټکو، نسبي ټیټو په پورته څېره کې وښاياست، چۍ د نسب -

 ټکو همداسې د خورا ټیټو ټکو دواړو لورو ته تابع څنگه ځغلي؟

په پورته شکل کې هغو ټکو ته، چې بحراني ټکي دي ځیر شئ، چي تابع هلته څه خوي  -

 لري؟
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 ځای اړونده افراطي ټکي                   ۸۳۱           
---------------------------------------------------------------------------------- 

 د تابع همدې ټکي کې وگورئ، چې لومړى مشتق يې کوم ارزښت لري؟ -

 موږ ددې پورته فعالیتونوڅخه لاسته راوړو:

')(0په ځاى كې  0xلپاره د xf)(كه د  xf لرو نو يو نسبي ټیټ ټکى مو مخ ته پروت و

 دى.

')(0  په ځاى كې 0xلپاره د xf)(كه د  xf  0 او)(" xf  ولرو نو يو نسبي ټکى مو مخ

 ته پروت دى.

')(0  که ددې  برعكس  ولرو: xf  او'( ) 0f x    نو يو نسبي ماكسیموم مو مخ ته ،

 پروت دى. 

')(0چې  د بحراني ټکي)ټیټ ټکي يا جگ ټکي( لپاره خوي ټاکونکى دى،  xf  وي او د

)(" xf (، په دې پريكړه كوي چى ايا يو اصغري ټکى او كه اعظمي ټکى  -نښه ) + ،  مخ

 دى.مو مخ ته پروت 

  :يادوني ضرور دي د پورته اړيكو لپاره لاندې 

0x دا اړيكي يواځي د .1   لپاره ارزښت لري چى د تعريف سټ په دننه كى پروت وي او  

xfy)(هلته د   تابع پوره څو ځلې مشتقوړ وي، د غاړو)څنډو( او د هغوځايونو لپاره 

      . تابع كم يا هیڅ   مشتق وړ نه وي، ځانگړو څیړنو ته اړتیا ده  xf)(چې هلته  

')(0شرايط چې .2 xf لپاره ضرور   وي)مشتقوړ تابع( يواځې د يوه انحرافي ارزښت

 دى)ضروري يا اړين شرايط(. 

')(0شرايط .3 xf 0او)(" xfدى او نه  پاره يواځې پوره كېدونكىد بحراني ټکي ل

 ضروري(. 

 لگه: یب

)(2د 2  xxf تابع گراف وکاږئ او که بحراني ارزښتونه لري، هغه د گراف او 

 مشتق له لارې وټاکئ
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 ۸۳۱                                   همغږيزې توابع                                      
---------------------------------------------------------------------------------- 

کې خورا ټیټ  په ځاى 0xلگې له گراف څخه روښانه ده، چې تابع د یحل: د ب

 ( لري.-ټکي)اصغري

 ن شرطونه:یټکي لپاره اړي بحرانيد ا

xxfد تابع لومړي مشتق دى:  .1 2)('   0مساوات کې د تابع مشتق د په دېx   لپاره

 صفرځاى لري، يعنې دلته يو بحراني ټکى پروت دى. 

")(2د تابع دويم مشتق: - xf   0دا چې)(" xf  .دى، نو يو نسبي ټیټ ټکى مخ ته لرو 

 لگه: یب

4xyد   00د  تابع  xx نسبي ټیټ ټکي لري او باوري دي:   لپاره 

0)0("2)("

0)0('4)('

2

3





fxxf

fxxf
 

  .گورو چى دوهم مشتق د صفر څخه نه كوچنى او نه لوي دى 

 ژند ته راځوید پورته شننې څخه لاندې پ

  :ژندیپتعرف يا 

0xxد   په چاپیريال كې د)(xfy  ډول  وې تابع يونسبي جگ ټكى په همدېتعريف ش

 لپاره باور ولري: xته پوره نږدى  0xټولو  نسبي ټیټ ټكى لري، كه

0f ( x ) > f ( x 0f ( x ) (  ) ډول په همدې  ( f ( x )    

 : جمله

 ايط(:د يوه نسبي بحراني ټکي لپاره ضروري شر) 

0x كه په  xfy)(كې مشتق وړ تابع   :0  انحرافي ټکى لري نو لرو)(' xf    
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 همغږيزې توابع                                      
---------------------------------------------------------------------------------- 

')(0دا جمله موږ ته وايي: چیرته چې  xf  وي نو هلته اكستريموم نه شته، د اكستريموم

')(0راځي، چى د هغي لپاره لرو ځاى په پوښتنه كى 0xلپاره يواځې د  xf خو حمتي ،

xfy)(نه ده چې    و لري دې يواكستريموم.    

 

 :)ټکي لپاره پوره کیدونكى  شرايط افراطيد يوه ب)   :  ۱۷ ۳جمله 

0x = x كه په xfy)(كى دوه واره مشتقوړ    :تابع لپاره ولرو 

'( ) 0 , "( ) 0f x f x    

xfy)(نو تابع        .هلته يو بحراني ټکى لري 

")(0 :ټیټ ټکى مخ ته لرو، كه ويخورا  xf 

")(0 : خورا جگ ټکۍ مخ ته پروت دى ، كه وي xf 

     

    پوښتنې:

 د لاندې توابعو انحرافي ټکي پیدا کړئ.

124667)()3

13)()2

13)()1

3467

34

23







xxxxxxf

xxxxf

xxxf
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 له ښۍ لور  انحنا اوله کیڼ لور انحنا)مقعر او محدب( 

     

 

 فعالیت: 

 وښاياست. )وتنوالی(او محدبیت )ننوتوال(په پورته شکل کې مقعريت  -

 په پورته شکل کې د مشتقونو له مخې مقعريت او محدبیت په گوته کړۍ.   -

وي، نو په دې اينتروال کې  f"0دويم مشتق  fکه په يوه اينتروال کې د مشتقوړ تابع 

"وږ شوی يا کیڼه انحنا لري او که دويم مشتقگراف کیڼ ک 0f   وي، نو د تابع گراف

 ښی کوږ يا ښی انحنا لري.                                

 لگه:یب

)(142د  fټول گونگ تابع)راشنل تابع(  23  xxxxf کومه  سره په

یڼه انحنا لري )ننوتی يا مقعر دی(( او په کومه ورشوکې ورشو)ساحه(کې کیڼ کوږدۍ )ک

 ښی کوږ دۍ ) ښۍ انحنا لري)محدب يا وتلی دی(؟

 ) له لومړى مشتق څخه(: دويم مشتق:
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 همغږيزې توابع                       ۸۱۲               
---------------------------------------------------------------------------------- 

       
2( ) 3 4 4

"( ) 6 4

f x x x

f x x

   

 
 

د 
2

6 4 0
3

x x    )لپاره کیڼ گوږوال)کیڼه انحنا )ننوتی يامقعر 

د
2

6 4 0
3

x x    ))لپاره ښی کوږوالی) ښى انحنا) وتلی يامحدب 

 لگه:یب

د مات راشنل تابع 
2

1
)(




x
xf بول کومه گراف يو های پاررابول دى. د های پارا

يا ښۍ انحنا   -ځانگه کیڼه کږه ده يا کیڼه انحنا لري)مقعر(، او کومه يوه يې ښی کوږوالی 

 لري)محدب(؟

دويم مشتق: 
32 )2(

2
)(";

)2(

1
)('







x
xf

x
xf.صورت تل مثبت دى 

پارابول څانگه ښی لپاره  د مخرج او همداسې د کسر ارزښت منفي دى. د های  2xد 

 يا انحنا لري)وتلی يا مخدب(.کوږوالی 

 مخرج او همداسې ټول کسر)مات( مثبت دی.  2xد لپاره 

 های بارابول کیڼکوږ دی يا کیڼه انحنا لري) ننوتی يامقعر(. 

xxfد دواړو توابعو   لگه: یب )(   3او)( xxg  وروله دواړو ل کوږوالی)انحنا( دې 

 لپاره تعريف دي.  x>0دواړه توابع د    يو د بل سره پرتله شي.

1 3
'( ) '( )

22

1 3
''( ) ''

4 ³ 4

x
f x g x

x

f x g
x x
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 ۸۱۳                             همغږيزې توابع                                      
---------------------------------------------------------------------------------- 

 لپاره تعريف دي. Rxدويم مشتقونه د 

")(0په دې ساحه کې  xf دی. اړونده گراف ښی کوږوالی يا انحنا لري، دا يو ښي لور

 ته واز پارابول ښايي.

)"په همدې ساحه کې  ) 0g x  ه دی. اړونده گراف کیڼ کوږ دی يا کیڼه انحنا لري. اړوند

  گراف يو کیڼ کوږوالی يا کیڼه انحنا لري، دا پورته لور ته واز پارابول دی.

 تمرينونه:   

 دبیت کوم دي؟حو ښاياست، چې د لاندې توابعو مقعريت او م -- ۱ 

) ( ) ³ 4 ²

) ( ) 2 ³ 3 2

a f x x x x

b g x x x

  

  
 

کې ښى  مپه کومه ورشو کې لاندې تام راشنل توابع يو کیڼ کږوالى لري او په کو -- ۳

 لري. کږوالى

432)256)() 2323  xxxbxxxxfa 

 د لاندې مات توابعو گرافونه هايپاربول دي. د هاپارابول څانګې کوم کږوالى لري؟ -- ۷

2

3
3)()

14

1
)()

x
xfb

x
xfa 


 

 په کومه ساحه کې لاندې ناراشنل توابع يو کیڼ او په کوم کې يو ښئ کږوالى لري؟ -- ١

22 ln)())() xxfbexxfa x   

کږوالى(   رجې تام راشنل تابع گراف په تل تلنه کې يوه ښئ انخنا)ولې د يوه دريمې د -- ٢

 نه لري.  

سره يو تلتلونى کیڼه   ولې يو څلورمه درجه تامراشنل  تابع د  --٢

 انخنا)کږوالى( او ښئ انحنا لري؟
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 اوړنټکی                         ۸۱۱             
---------------------------------------------------------------------------------- 

 Inflection Points د انعطاف ټکي)اوړونټکي(

 

 فعالیتونه: 

رته يا په کوم ټکي کې منحني)له کیڼ یر وگورۍ او وښاياست، چې چیره په ځیپورته څ    -

 خپله د حرکت لور بدلوي؟ يا -خوزښت  و ښي لور ته( 

وکړۍ، چې کوم ټکي غوره ټکي دي او د هغو له د انعطاف ټکو شاوخوا هم فکر     -

 خويونو هم د 

 انعطاف ټکو خويونه وټاکۍ.     

 په شکل کې فکر وکړۍچې د انعطافټکي شاوخوا منحني ځنگه ځغلي.    -

د شکل په هکله په خپل فکر څه ووايی او د خپل فکر په بنسټ خپل دلايل روښانه     -

")(0ځاى كې ولرو:  0xشو چې: كه د  رې اټكل كولىیموږ له پورته څ کړئ.  xf او

0)('" xfانعطاف ټکی )اوړونټكى( مو مخ ته پروت دى. -كیڼ-،  نو يو ښى 
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 ۸۱۵                                        اوړنټکی                                            
---------------------------------------------------------------------------------- 

)"كه وي:   برعكس)په څټ(:  ) 0f x    0او)('" xf  د انعطاف ټکی  -ښى -نو يو كیڼ

 مو مخ ته پروت دى.

")(0دا نعطافټکي لپاره خوی ټاکونکى دى، چې xf  او كه  -كیڼ -وي، دا چې دا ښى

"انعطاف ټکی) اوړونټكي( دى، د –ښى  -كیڼ ( )f x مخ نښه يى ټاکي.  

")(0شرايط   - xf ن  ياضروري ديید انعطاف ټكي لپاره يواځى اړي.   

4xyد       0(0لپاره(" f ونټكى مو مخ ته نه دى پروتدى،  مگر  اوړ.   

0f '' (xشرايط  - ''')(0او  0 = ( 0 xf د انعطافټكي لپاره پوره كیدونكي دي.          

)(5گورو چى  xxfy    0تابع د 0x x   باوري دي:  ځاي كى يو انعطافټكى لري او 

0)(''',60)('''

0)0('',20)(''

0)0(',5)('

2

3

4







xfxxf

fxxf

fxxf

 

"')(دريم مشتق  گورو چې  xf  .نه له صفرڅخه كوچنى او نه لوي دى   

 ترمخ راوړنې او د کلمې روښانه ونې:  

 د دې کلمې د لا نورې روښانه کولو لپاره په لاندې توگه مخ ته ځو:

 

څخه ځغلې د   Aد بايسکل ځغاستي چې له 

ته رسېږې.  د  Bمنحنی څخه تېرېږې او  

مغه وخت د بايسکل ځغاستي د انډل حالت د ه

ځغاستې په وخت کې په پام کې ولري. د کیڼې 

منحني)د کیڼ لورې د انډل حالت( څخه 

  کې ځغلي. وروسته د ښۍ لورې منحني

. 

 ښۍ انحنا

 کیڼه انحنا
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 اوړنټکی                                      ۸۱۶      
---------------------------------------------------------------------------------- 

او ښۍ منحني)کږې( ترمنځ  بايد د باسکل انډل نېغ ولاړ وي)عمود وي(، چې دا د  -د کیڼې

انډل بدلون دى له کیڼې لورې و ښۍ لورې ته. دا د کیڼې او ښۍ منحني ترمنځ اوړيدنه ياد 

 بلل کېږي. انعطاف ټکی

 

تاسو له بايسکل سره په يوه غونډۍ ځغلۍ.  

روسته له هغې، چې له تالې څخه تېېريږي، نو و

لار په جگېدو پیل کوي. په لومړي سر کې نرم او 

بیا په نیغه جگیږي،  بیا په دې پسې جگوالی بېرته 

کمیږي، چې پاس د غونډۍ په څوکه صفر 

ارزښت غوره کړي. يو چېرته په غونډۍپورته 

صفرارزښت ته رسیږي. يو چېرته په لار جگېدنه 

 وه. هلته د انعطاف ټکی پروت دۍ. خورا لويه

 

 

 دا څېره بیا

 

 
 

د بايکل ځغلوونکي بل حالت، چې له څنگ 

 دياگرام څخه يې رانیسو:

په غره د بايسکل ځغاستمیل ياجگېدنه لومړی 

 کمیږي، چې له سره بېرته جگه شي.

ددې ترمنځ يوه ساحه شته، د کم جگوالي سره ) 

ځای کې د ټوټه  يوه نسبتآهواره(.  دې نسبتآ هوار

دنه نسبت بل ځای ته کمه ده. هلته یکرښې جگ

 اوړونټکی)د انعطاف ټکى( پروت دى.

 

 ره د پښتو نومونو سره بیا کښل...یدا څ

 

 
له کیڼ ښي لور ته ژباړه: جګیدنه کیږي، 

 هواره، جګیدنه زياتیږي

 

راف څخه يې ږو، چې د يوې تابع لومړی مشتق د تابع د جگوالی تابع  دۍ، چې له گیپوه

جگوالی لوستل کیږي. دا چې د انعطاف ټکی خورا لوي يا خورا کوچنی ټکی کېدی شي، 

 داسې پیدا کیږي، چې د مشتق تابع انخرافي ارزښتونه پیدا کړو.

')(لپاره مو ټاکلې. اوس د مشتق تابع  xf)(دا تلنلار همهغسې ده، لکه د پیل تابع  xf 

 باندې دا کار يا  عمل اجرا کیږي.

چى يو لړ جملى د پحراني ارزښتونو او د انعطاف ټكو په هكله څیړو، غواړو  مخكى له دې

 چى دا كلیمى  تعريف كړو.

 ټکي په بڼه كى سره را غونډې شي. افراطيدواړه كلمي به د نسبي 

 غر

 دره

 جکېدنه کمیږي
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 ۸۱۱                                                   اوړنټکی                                      
---------------------------------------------------------------------------------- 

  :ژندیپ

0xxپه يوه چاپیريال    كې مشتق وړ تابع)(xfy  انعطافټکی په همدې -ښى -يو كیڼ 

جگټکی)عظمي نقطه(   افټکی لري، كه د هغه مشتق هلته يو نسبيانعط -كیڼ -ډول ښى 

 په همدې توگه يو نسبي ټیټ ټکى ولري.

 

 د يوه نسبي بحراني ټکي لپاره ضروري شرايط(:)  :جمله

xfy)(كې مشتق وړ تابع  0xكه په     :0اكستريموم لري نو لرو)(' xf  

')(0دا جمله موږ ته وايي: چیرته چې xf  وي نو هلته بحراني ټکى نه شته، د بحراني

')(0راځي، چې د هغې لپاره ځاى په پوښتنه كې 0xټکو لپاره يواځې د xf خو  وي ،

xfy)(حمتي نه ده چې  ري. دې يوبحراني ټکى ول   

'')(د  پورته جملى استعمال په xfy   لاندې جمله  لاس ته راځي:  څخه 

 د اوړونټكي)انعطاف ټکي( لپاره  اړيین  شرايط(::  ) جمله 

0xxكه په  كى دوه واره مشتق وړ تابع   y = f ( x) هلته يو انعطاف ټكى ولري،  نو 

 لاس ته  ترې راځي:   f '' ( x ) = 0   

 

'  : چیرته چى دې پءتله شي( ۴) يادونه دلته هم باور لري ' ( ) 0f x  وي ، نو هلته نه  

وي ، د   f '' ( x ) = 0  شي كیدى چي د انعطاف ټكي موجود وي. مگرچیرته چى

 وي.  دلى شي، خو  اړيین يا ضرور نه ده چى هلته انعطاف ټكى شتهیانعطاف ټكى شته  ک

 

  له پورته څخه لاندې جمله لاس ته راځي.
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 اوړنټکی                         ۸۱۱             
---------------------------------------------------------------------------------- 

 د انعطافټكي لپاره پوره كیدونكى شرطونه( : )جمله

0xxكه په    د دريواره  مشتقوړ تابع كى)(xfy   :0  لپاره وي)(" xf  او

0)(''' xf           

''')(0نو هلته يو انعطاف ټكى مخ ته لرو. كه xf انعطاف ټكي  –ښي  -وي، نو يو كیڼ

''')(0مخ ته پروت دى او د xf  انعطاف ټكى مخ ته لرو-كیڼ-ښى لپاره يو. 

 

 لگه:یشننیزه يا تحلیلي ب

سره  د انعطاف ټکى په نښه  Wxټکى په نښه کوو او د افراطيسره    Exيادونه: موږ د 

 کوو.

   
 تابع مساوات د مشتق سره  -1

4)('''

84)(''

482)('

444
3

2
)(

2

23









xf

xxf

xxxf

xxxxf

 

 

 دويم مشتق صفر کړئ.  -2

2

0840)(''





Wx

xxf
 

د انعطاف ټکي له مخې ښوونه، چې ايا د   -3

 انعطاف ټکی شته دى؟
4)2(''')('''  fxf W 

د انعطاف ځايونه  ځای   په ځای کولو xf)(په   -4

 له لارې د انعطاف ټکي ټاکنه
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W

W

P

P

fxf

 

 
 گراف کږيږي. xf)(کې د Wxپام: په انعطاف ځای 

په يوه په خوښه ټکي 
0x :کې د کږونې)انحنا( لپاره باور لري 

0)(" xf په دې معني دۍ،چې)(xf ري( دى.کیڼ لور ته کږيږي) انحنا ل 

0)(" xf په دې معنی، چې  تابع)(xf )گراف ښی لور ته کږېږي)انحنا کوي 

 څه شى دى؟ Der Sattelpunktيو زينټکى 

 

 پېزند: 

د زينټکي) کله کله  برنډې ټکى هم بلل 

کیږي(لاندې د انعطافټکي ځانگړى 

حالت پوهیږو، داسې انعطافټکى چې 

 ې افقي )پروت( وي:تانجنت ي

د پرتلي لپاره دې بیا يو ،،عادي،، 

انعطافټکى ورکړ شوى وي.دا يو مائل) 

 نه افقي( تانجنت لري
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 توضیح:

اوس فکر کوو، چې يو زينټکى  څنگه د 

شمېرلو له مخې پېژندل کېدى  شي. په 

دې برخه کې په ځانگړي توگه دا مخ ته 

و کیڼه  –لرو، چې يو زينټکى  له ښي 

 و  شمېرو. نحنا ا

 

 

تابع  جگوالى په پام کې نیسو، يعنې لومړى مشتق: د زينټکي د مخه د  xf)(د دې لپاره د 

)(xf  جگوالي کمیږي، په زينټکي کې صفر ارزښت لري، او  له زينټکي څخه وروسته

 بېرته جگیږي. 

')(( په دې پېژندل کیږي،  چې لومړى مشتق بدلون سره –کیڼ  –يو زينټکى )د ښي  xf 

 يې   هلته صفر شي او سربېره پر دې هلته يو نسبي  ټیټټکى ) مینیموم( ولري.

 

')(د لومړي  مشتق xf  شکل  داسې

 برېښي:

لومړى شرط دى، چې مشتق 

')(يعنې xf  په زينټکي کې د صفر سره

 مساوي دى.

')(0بدلون(-کیڼ-زينټکى)ښى 0 xf  دوم

')(شرط دى، چې مشتق xf  هلته يو

 نسبي مینیموم لري.

 

'')(دا په دې معنادى، چې بل جگ مشتق  xf   بايد په صفر مساوي وي او مخنښه له منفي

 و مثبت ته بدلېږي.

 لپاره پوره کېدونکې  قضیه  ومیندل شوه:   له دې سره سم د زينټکي

 انعطاف سره( -کیڼ–د زينټکي لپاره جمله) خوي ټاکنه() د ښي 
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 ۸۵۸                                     اوړنټکی                                                   
---------------------------------------------------------------------------------- 

')(ځا کې لومړى مشتق  0xالف:د xf   :0صفر دى)(' 0 xf 

')(په ځا ي کې  لومړى مشتق  0xب :  د 0xf  يو مینیموم لري، دا په دې معنا، چې دوم

)''يعنې  مشتق صفر دى، ) 0f x .دوم مشتق  مخنخښه له منفي  څخه و مثبت ته بدلوي 

 بل بديل) د گرانو دوستانو وړانديز(

 

  Der Sattelpunktزينټکی        

د انعطاف ټکي يو ځانگړی حالت زينټکی دى. دا د 

انعطاف ټکی دۍ د صفر جگېدنې سره.که د کیڼ لور 

نسبي جگټکى مو مخ ته  ورتزدې شو فکر کېږي، چې،

 پروت دى

که څوک د ښې لور ور نزدې شي فکر کوي، چې يو 

 نسبې ټیټټکى مخ ته لرو.

 اوس دا حالت د رياضیاتو له لورې ځېړو:

 مشتق:

6)('''

66)(''

363)('

133)(

2

23









xf

xxf

xxxf

xxxxf

 

 

103630)(' 2/1

2  xxxxf 

 

6)1('''

0616)1(''





f

f
 

1 1دx سره  د انعطاف

 ټکی

1  1دx  سره

 زينټکی

 

 د انعطاف ټکي لپاره شرايط پوره دي.

'')1(0دا چې د  f  له امله د انعطاف ټکی مخ ته لرو، نو دا د انعطاف ټکی همغه زينټکی

 دى.   

 د انعطاف ټکي پیداکونه:

نعطاف ټکي کې تانجنت د انعطاف تانجنت بلل کیږي. د انعطاف د تابع گراف باندې ا

 تانجنت هم 

همداسې پیدا کیږي لکه د تابع دگراف په يوه ټکي کې تانجنت، چې تانجنت مساوات ټاکل 

 ږي.یک
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xxf

xfxxf

xxxf

xxxxf

W

 

0او  4Wxد  
2

3
)(''' Wxf  د

)2|4(2)4()( WW Pfxf  تانجنت

 مساوات لپاره باور لري.

لپاره د تانجنت مساوات  Wxد 

)())((')( WWW xfxxxfxt  

')(')4(3د   fxf W  سره په لاندې ډول

)()4(432دي  xxxxt 

 
 

گراف د انعطاف په  xf)(د انعطاف تانجنت د 

او دا لاندې مساوات  کې غوڅوي WP)2,4(ټکي 

 لري:
143)(  xxt 

 

 

 د انعطاف ټکي تانجنت پیداکونه:

 په انعطاف ټکي کې د تابع دگراف تانجنت د انعطاف تانجنت بلل کېږي. 

د انعطاف تانجنت  مساوات همداسې ټاکل کیږي، لکه د تانجنت مساوات د گراف په خوښه 

 ټکي باندې.

')('')(''')(0داسي حالتونه، لكه   xfxfxf .دلته تر څیړنى لاندې نه نیول كېږي 

  

 پوښتنې

تابع  د  fد  -- ۱
2

2

2
( ) , 1

( 1)

x x
f x x

x

 
 


 سره د انعطاف ټکي پیداکونه

 د لاندې توابعو د انعطاف ټکي پیدا کړئ. -- ۳
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و ښايئ، چې د    -- ۷ 
3

2
( )

1

x
f x e

x



 کى زينټکى  دئ.تابع د انعطاف ټ 

 د لاندې توابعو د انعطاف ټکي )اوړونټکي( پیداکړئ.   -- ۴ 

1

1
ln)())()

2

2


 

x
xfbexxfa x 

 

 :(Kurven Diskusion)    د منحني بحث

 

323يوه تابع   xxy  لرو. د دې تابع شکل رسم کړئ او بیا په دې رسم کې د تابع

رته له کیڼې لور یو د انعطاف ټکي په نخښه کړئ، رښانه کړئ، چې انحنا چانحرافي ټکي ا

 و ښۍ لورې ته او له ښۍ لورې و کیڼې لورې ته ده. 

 

 فعالیت: 

 تناظر تعريف کړئ. -

 لاندې توابع رسم کړئ، جگ ټکي، ټیټ ټکي او د انعطاف ټکي  يې پیدا اکړئ.  -

- xx 3 

- 23 3  xx 
ژنو.  موږ دې یدې لپاره چې يوه تابع رسم کړای شو، ساده ده که د تابع غوره ټکی و پد

بحث ته د منحنې بحث  وايو. موږ په دا ډول خبرو اترو کې بايد سیستماتیک مخ ته لاړ 

 شو.

 په لاندې ډول تلنه گټوره بلل شوې.

 

 ړنه يواځې په همدې ورشو کې موخه وره ده.یدتعريف ساحه: د تابع څ

 : بايد وټاکل شي، چې تابع محوري متناظر او که مرکزي متناظر ده. Symetryناظر  ت

)()(د محوري تناظر لپاره باور لري:  xfxf    
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 د کږې يا منحني خبرې                   ۸۵۱              
---------------------------------------------------------------------------------- 

)()(د مرکزي تناطر لپاره باور لري.  xfxf    

 ړل شي.یوڅ 0xپه پورته دواړو حالتونو کې دې  فقط 

يه ټولیزه توگه که ټول ريل تابع په پام کې ونیسو، نو گورو چې که توان)د پولینوم 

ر دى او که توان)د پولینوم درجه( درجه(يې جفت)جوړه( وي، نو پولینوم محوري متناظ

 طاق)ناجوړه( وي، نو پولینوم مرکزي متناظر دى.   

 

 : د نسبي بحراني ټکو ټاکل)جگټکی، ټیټټکی(   Extremaټکي انحرافي

  د جگټکی يا نسبي جگ ټکي پوره کېدونکي شرطونه:
0)(''0)(' 11  xfxf 

 

 : Inflection Point انعطافټکی 

 داسې زينټکي ټاکلو له پاره پوره کېدونکي شرطونه: د انعطافټکواو هم
0)('''0)(''  WW xfxf 

 زينټکی انعطافټکی دى د افقي تانجنت سره.

 محورونوسره) د محورونوِغوڅټکی(:   yاو  xد تابع تقاطع د 

)|0()(0محور سره غِوڅټکی:  xد   xxP ixi 

)0|()0(محور سره غوڅټکی)صفرځای( ټاکي yد  fyP sy  

د ټولو تراوسه راټولو شوو معلوماتو سره کړی شو، چې گراف انځور   دگراف انځورونه: 

کړو. ددې لپاره لومړی يو ارزښتجدول انځوريږي. دا راته په گوته کوي، چې نور کوم 

 رل کیږي.یشمارزښتونه 

 

 د انحنا حالت او يوغږيزوالی:

 گراف تغیر خوري. xf)(کې د    wXد انعطاف په ټکي

په  خوښه يوه ټکي    
0x  :کې د انحنا لپاره باور لري 

 0' ' ( ) 0f x  د   په دې معنا، چې)(xf )تابع گراف کیڼه انحنا لري )کونوکس 

  0' ' ( ) 0f x  په دې معنا، چې د)(xf  )تابع گراف  ښۍ انحنا لري ) کونکاو 

 يوغږيزوالى 

xکه د ټولو -1 I   0لپاره وي)(' xfنو ،)(xf  په انتروالI .کې مونوتون جگیږي 

xکه د ټولو I  0لپاره)(' xf نو   ,وي)(xf  په انتروالI  کې مونوتون  ټیټېدونکی

  دی.

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

 ۸۵۵                                  اوړنټکی                                               
---------------------------------------------------------------------------------- 

xکه د ټولو  -2 I0لپاره)(' xfوي، نو)(xfتابع په انتروالI  کې کره غښتلې

 ونکی ده.مونوتون جگېد

xکه د ټولو I  0لپاره)(' xfوي، نو)(xf  تابع په  انتروالI  کې غښتلې مونوتون

 جگېدونکی ده.

 د پېژند ورشو ژی ټکي:  

د تابع ژی ټکي کتنه په پېژند ورشوکې. که پېژند ورشو نامحدوده وي، نو لیمیټ 

)(lim xf
x 

lim)(او  xf
x 

 ټاکو.  

  

 لگه : یب

)(296د  23  xxxxf.تابع رسم کړئ 

 

 مشتق کونه:

IRDxfy

xxfy

xxxfy

xxxxfy









6)(''''''

126)(''''

9123)(''

296)(

2

23

 

 ټکي انحرافينسبي 

)2|1()2|3( maxmin PP  

 انعطاف ټکی او تانجنت

63)()0|2(  xxfyP tW 

صفرځايونه:

)0|3.0()0|7.3()0|2( 321 xxx PPP 

)0|2(غِوڅټکی)دقاطع(: سرهمحور  –yد  yP  
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 ټیټوالی( -يوغږيزوالی) مونوتوني ياجگ 

   په   

 کې يوغږيز جگیږي.

   په  

 کې يوغږيز جگیږي.

 

 کې او    د تابع حالت په 

 

 سیومتري: نه لري

 د انحنا حالت:

ښۍ انحنا)محدب( : 
IRxx }2|{/4  

IRxx) مقعر( : کیڼه انحنا  }2|{/5  

 

 تمرينونه:

 په لاندې توابعو  بحث وکړئ  او غوره نقطې يې پیدا کړئ:

 اول (  د شمېرنې له لارې وښاياست.

 دويم ( په  شکل کې  په نخښه کړئ.

) 2 ³ ² 1

) ³ ² 3

) ³ 2 ² 3

a x x

b x x x

c x x x
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          ۸۵۱                             د ناټاکلو افدو پولې                                     
---------------------------------------------------------------------------------- 

 پولې\=ګيا ويینود ناټاکلو افادو 

0
0. , , 0 . ,.....

0

 



 

که و لرو  
² 3 2

; 5
5

x x
x

x

 



ى شو. دا ، ومو لیدل، چې د داسې توابعو لیمیټ په پیداکول

ډول تابع ته ټاکلې افادې وايې، ځکه چې مشتق يې نیول کېدى شي، يعنې د کمښتونو 

 ويش)د تفاضلونو ويش(  حد يې ټاکل کیدى شي.

که  
sin 2

5

x

x
لپاره د دې تابع مشتق په ورسره بلده توگه نه شو  0xتوابع ولرو،نود  

 مله ناټاکلې افادې ورته وايو.نیولى، چې له دې ا

 فعالیت:

  که تابع -
sin

( )
²

x
f x

x x



 .ورکړشوې وي  

د تابع  -اول  
sin

( )
²

x
f x

x x



يعني  پوله   

0 0

sin
lim ( ) lim

²x x

x
f x

x x 



د پولې له درسه ،   

 د.چې په لومړۍ بره کې لوستل شوي، پیدا کړۍ.

 

 چې د توابعو مشتقونه پیدا کړۍ. پورته په ننوتنه کې و هځېږۍ، -

که ولرو   -
² 4 5

5

x x

x

 


شونى  x=5که د  ، نو د تابع مشتق د چېرته نیول کیږي،   

 وي، نو مشتق يې ونیسئ.

 

 د   ړنه:یپیل څ
0

0
                                      حالت که پوله ارزښت جوړېدو کې يو کسر پیدا شي، چې صورت او

مخرج يې دواړه د صفر په لور لاړ شي يا صفر شي،  نو دا پوله ارزښت،، ناټاکلې افاده،، 

 بولو. 
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 د ناټاکلو افدو پولې                             ۸۵۱         
----------------------------------------------------------------------------------

 :لگهیب

 

په څېره کې برخه توابع رسم شوي دي، 

يعنې د صورت او همداسې د مخرج 

 گرافونه. 

گورو: د صورت او مخرج د توابعو 

 ۱ارزښتونه دواړه  و صفر ته ځي. )که  د 

 په لور لاړشي(

 

 لیکندود) لیکنډول(: د افادې 

    

لپاره په حدشمېرنه کې لنډ لیکو:                    
0

0
 

 دا په حقیقت کې دقیق نه دۍ، مگر په ټولېزه توگه داسې معمول دۍ 

 روښانه ونه :

 ناټاکلې افاده څه شی دی؟

دا پوښتنه رامنځ ته کیږي، چې دا ناټاکلې افاده خپل نوم له کومه ځايه اخلي. دا ،، ناټاکلی،، 

 ی. دا کار د لوړې بلل کیږي، ځکه چې حديې د عادي طريقو له لارې نه شي شمېرل کېد

به د لو پیتال قانون له مخې، چې پسرياضي سره دا شمېرنه شونی شوه) دبېلگې په توگه 

 وڅېړل شي(.
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 ۸۵۱                      د ناټاکلو افدو پولې                                                  
---------------------------------------------------------------------------------- 

 روښانه ونو ته تشريح: 

 اوس ښايو، چې د داسې توابعو شمېرل ولې ناشوني دي.

 موږ بیا دا د تېر مخ  بیلگه رانیسو: 

                          

 

 په کسر کې ځای په ځای کړو،  1xکه هڅه وشي، چې حد پیدا کړو، داسې چې د   -1

(به ترې لاس ته راشي. دا تعريف نه لري،   0:0 نو افاده  
1

(
z

fu   ځکه په صفرويش

 اجازه نه شته.

ترمخه مو  د ناټاکلو افادو د شمېرلو لپاره يعني د ناطق کسري توابعو پوله شمېرنه کې  -2

ه په پورته د چل  يا د           طريقې څخه کار واخسته. اوس دا چل نه شو کارلی، لک

 بیلگه کې. 

د حد اټکل هم ناشونی دی: په لومړي لید کېدی شي په فکر راشو، چې که صورت او  -3

 په لور وخوزيږي: 1مخرج د صفر په لور لاړ شي، نو کسر به د 

1
000000001.0

000000001.0
 

که صورت او مخرج و صفر ته نږدې شي، دا به فقط دا معني ولري، چې دواړه به د 

مخې نزدې برابر شي.دا دا معني نه لري، چې د صورت او مخرج نسبت سره   ارزښت له

 مساوي شي:

100
00000000010.0

00000000010.0
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 د ناټاکلو افدو پولې                                   ۸۶۱           
----------------------------------------------------------------------------------

ې گورو صورت او مخرج د ارزښت له مخې خورا نزدې  برابردي) دا په دې لکه چ

 معنی، چې دواړه  صفر په لور ځي(، مگر د دوی ترمنځ نسبت خورا لوی دی يعنې 

 دی،   (100)

 

      Brnoulli and de L,Hospitalد برنولي او د  دې لو، پیتالقاعده 

 

                                
² 3 10

5

x x

x

 


او        

sin 2

5

x

x
 

 

د برونولي او د دو لو پیتال قاعدې د 
( )

( )

f x

g x
ډوله توابعو حد شمېرلو کې ځانگړى رول   

همغه  لوبوي. داحالت په ځانگړي ډول هلته رامنځ ته كیږي، چي مخرج  او صورت

0لري. دا ناټاكلى افادهو0xصفرځاي 

0

( ) 0

( ) 0

f x

g x
 

 هدفمنده نه ده. كیدى شي چى د ويش حد 
( )

lim
( )

f x

g x
وڅیړل شي، په كومو كى چى  

صورت او مخرج د صفر لور ته ځي. ددې لپاره عمومي مناسب د توابعو ترمونه د 

          غوښتلو دي. د بیلگي په توگه تابع
2x

4x4x
)x(fy:f

2




 

 هم لیمیټ شته دى. لري، سره له دېx0=-2صورت او مخرج همغه صفرځاي 

   0)2x(lim
2x

)2x(
lim

2x

4x4x
lim

2x

2

2x

2

2x












 

دا ډول حدونه د مشتق په مرسته شمیرل كیدى شي، چى د صورت او مخرج  توابعو  له 

نتیجي څخه لاس ته راځي.  دا ډول قاعده د پراخ شوې منځ ارزښتقضیي استعمال هم بلل 

  كیږي.

  

 

 :    لو، پیتال قاعده ود برنولي او د  د

de l’Hospital  Bernoulli and 

xfu)(كه توابع   او)(xgv    د يوه)( 0xU 0چاپیريال  دx  په ځاي كى مشتقوړ وي د 
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 ۸۶۸د ناټاکلو افدو پولې                                                              
---------------------------------------------------------------------------------- 

0)(' xgسره او د يوصفرځاي وي،  gا و fد  0xلپاره او  xUx)(ټولو 

0د 0( ) ( ) 0f x g x    ،نو باور لري:   سره,
)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

00 xxxx 





 

 ترڅو په ښي لور حد شته وي.

په ورته توگه لاس ته راځي:   
)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

xx 





 

  
)(حل: تابع د پراخه شوې منځ ارزښت قضي نیونى پوره كوي. د هر 0xUx  لپاره

),(د mxيو 0 xxxm  :سره موجود دى، په داسى ډول چې لرو 

)x(g

)x(f

)x(g)x(g

)x(f)x(f

m

m

0

0









 

  )(0)(0د  00  xfxg  :له امله لرو 

)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

00 xxxx 





 

0xxداچې د   0سرهxxm  .هم هڅه كوي  

oex د   په حالت كېzx /1  ځاى په ځاى كوو. د زنځیري قضي په مرسته لاس ته

 راځي:

  )/1( zfu  

/)1/)(1(د  مشتق  2zzfdzdu   او مشتق)
1

)(
1

('
2zz

g
dz

dv 
 :سره، داسې چې لرو 

                                  

)x(g

)x(f
lim

z

1
g

z

1
f

lim

z

1

z

1
g

z

1

z

1
f

lim

z

1
g

z

1
f

lim
)x(g

)x(f
lim

xx

2

2

xxx




























































































 

 

')(')(0يادونه :  كه په پورته حالت كې  00  xgxf  هم وي، نو  په ويش بیاله سره دا

 پلونو)قدمونو( وروسته بريالى وي نو دا قاعده لرو: nږي. كه سړي د یقاعده استعمال
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 د ناټاکلو افدو پولې                 ۸۶۲           
---------------------------------------------------------------------------------- 

                 
)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

)n(

)n(

xxxx 00 
 

 م  مستق په معنى دى.nد تابع  ng)(او  nf)(  چیرته چې      

 0/0ډول يا تیپ: 

 

0بیلگه:           
1

0

1

4x2
lim

2x

4x4x
lim

2x

2

2x










  

1                     بیلگه:     
1

1

1

xcos
lim

x

xsin
lim

0x0x



 

             بیلگه:

          1
1

0

1

xsin
lim

x

xcos1
lim

0x0x





    

تیپ يا ډول: 



 

.00
x

1
lim

x

x

1

lim
x

xln
lim

x1xx









 

oexد  xلپاره  يو په خوښه توان   ثبت حقیقي توان)جگعدد(د يوه م   لپاره په

00ته  n1جگېږي، نسبت لوگاريتم تابع  غښتلې توگه
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ه كیدى شى په بڼه يا تیپ نور حالتون
0

0
 او يا 
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 ۸۶۳                                 د ناټاکلو افدو پولې                                       
----------------------------------------------------------------------------------  
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تق بیرته د بڼې تیپ داچى دلته مش
0

0
  .ده، نو د لوپیتال قاعده استعمالیدى شي   

 

).0له تیپ  يا بڼې  ) څخه بڼې



  :ته  

).0د تیپ   )  بیلگي په توگه  تابع حالت  د f(x)=x.lnx  د x->0 لپاره ښايي.  په كوم

ستعمال دا لاندې په ا كى چي ضرب  د ويش په څیر انځور كړي، نو د لوپیتال د قاعدې

  :لاس ته راځي
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 ته:0eڅخه وبڼې 00له بڼې 

xxxfدلته د بیلگي په توگه تابع  )(  0دxنیول كېږي.  ړنې لاندېېلپاره تر څ 

انځورونى په مرسته په بريالى توگه لاس  ته د يوېe د بڼي بدلون يا فورم بدلون و بنسټ 

 ته راځي: 
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e.0بڼې څخه و 1له  بڼې ته 

)توگه د تابعد ښوونې، د بیلگې په   ) (1 )xµ
f x

x
  پوله ده دµ R  xلپاره او    د
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 بايد لاندې جدول کې پام وشي. 

 

 جدول د پورته ښوول شوو بڼويا ډولونو د بڼى بدلون  ټولیزه كتنه ممكنوي لاندې

 

) بڼه بدلون يا لنډ: بدلون )g x  ( )f x  )تیپ)ډول 
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 تمرينونه:

 لگې حل شوې. له هغوبايد څه تمريونونه راوړل شي.یېرې بپورته کې ډ

 رئ.ی(  لاندې پوله ارزښتونه وشم ۱

 

xد   .لپاره د لاندې راشنل توابعو  لیمیټونه د دې لو  پیتال قاعدې له مخې وشمېرئ 
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 د تانجنت له پاره............                   ۸۶۶        
---------------------------------------------------------------------------------- 

 لگېید يوې تابع د استعمال بد تانجنت لپاره 
 

 

له ځمکې څخه د وښو په ټوپۍ يوه زينه ايښول کیږي. دا زينه په درې متره جگوالي ټوپۍ 

 لمسوي.

د وښو توپی دې  د يوه کیښکودي پارابول 

متره سرور  4څېره  ولري، چې بنسټ يې 

متره جگوالى لري. غواړو په دې  4دى او 

يوه زينه کیږدو، چې د وښو  ټوپۍ سره 

 تانجنت جوړ کړي.

په کومه زاويه) کونج(بايد دا زينه کېښول 

 شي؟

د وښو ټوپۍ له بیخ څخه دې په کوم لرېوالي 

 په ځمکه دا زينه کېښول شي؟

 

 
  

محور داسې کا ږو،چې د پارابول  yموږ د 

 له ککرې)څوکې(  څخه تېريږي.

 پارابول دا لاندې  د تابع مساوات لري: 

 

      

 
 لپاره ارزښت ټاکو:  0xموږ د 

     

 

 

 

 شمېرنه: 

10د نورو شمېرنو لپاره ارزښت x0)3,1(کاروو. زينه ټوپۍ په P  ټکي کې

0)3,1(لمسوي.موږ په P :ټکي کې د تانجنت مساوات ټاکو 

)())((')(

3)(;1)3|1(4)(

000

00

2

xfxxxfxt

xfxPxxf




 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

 ۸۶۱                            د تانجنت له پاره............                                          
---------------------------------------------------------------------------------- 

xxfد  2)('  :سره  لاس ته راځي 

                            
523)]1([2)(

2)1(2)1(')(' 0





xxxt

fxf
 

4.622tanجوړه زاويه:   

د صفرځای  xt)(د صفرځای او د  تانجنت xf)(د زينې او د وښو ټوپۍ تر منځ واټن د

 ترمنځ واټن دی.

 

 صفرځايونه:

 لرو: 

5.2052)(

2404)( 2/1

22





xxxt

xxxxf
 

xد   دی. 5.0ترمنځ واټن  2او  5.2ارزښتونو  

 زينه د وښو  د ټوپۍ له پښو څخه بايد  نیم متر لرې کېښول شي.

ږي، چې يو گراف په ېددې پوښتنې څخه مو زده کړل، چې د تانجنت مساوات څنگه ټاکل ک

   تعريف شوي ځای کې لمسوي.

 

 د سترې گټى) غټو گټو( مسئله  يا قضیه 

ډول به د يو څو بیلگو له  ري، چى په لاندېدا د سترې گټى مسئله خورا ستره عملي مانا ل

  .وڅیړل شي لارې

ټولو پروسو كى ، چى په عمل كى  کارول کیږي يا صورت نیسي، له تاثیروونكو يا  نزدې

ډول د هغو ټاكلو لويو استعمال ته اړ دۍ، كومى چى موږ په ځانگړو يا  په همدې

  .مخصوصو پولو كى په اختیار كي لرودى شو

په  xه پروسى تر څیړني لاندې نیسو چى د يوې  واريابلى يا اووښتونې موږ يواځي هغ

Dxxfyواك كى وي. دا د بل په واك كى د يوې تابع   ,)(   .له لارې څرگندولى شو 

xf)(بايد داسى وټاكل شي چې  xټول  لگښتونه يا مصارف په كوته كړي، نو  yكه   

 مینیمال  يا خورا كم شي.  
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 د سترو ګټو ...........                             ۸۶۱       
---------------------------------------------------------------------------------- 

بايد داسې لاس ته راوړل شي،  xگټه وي يا گټور تاثیر وي،  نو  yكه په څټ يا برعکس 

په بل ماكسیمال يا خورا لوى شي. په قاعده کې اغزمنه يا  مؤثره لويه يا  xf)(چې

او  د xعبارت، خپلواك وار يا بل يا اووښتونى  پولو ترمنځ ازاده  ټاكونكى نه ده،  

 بلكه د تخنیك يا تخنیك پوهنې له امله،  يواځې په ټاكلو پولو كې:

(*)bxa  

اړه لري، چې آيا دا گټه ده او  پورې د گټې مسئلې، په دې امله عملي  په زړه پورې له دې

 كه لگښت.

               )         bxaxfy  (max!)( 

                         ))(min!)( bxaxfy    

يا ټینگ تړلى دى. دلته زموږ  دا د افراطي ارزښتونو برخې پرابلمونو سره خورا نزدى

 توگه د لاندې پرابلم د كاركولو سره ده: علاقه په ځانگړې

xfy)(د بلواكیزو  -1   گډو اړيكو راپیداكول، د  دندې يا وظیفې وركولو سره

 . سم)مودالیټي پرابلم(

 وښول شي ( دادې د دوه بیلگو له لارې*د تخنیك پوهنې پولو په پام كې لرل ) -2

کلوکې د اغزو منډو کېښول کېږي، چې مالونه ور وا نه وړي(   يو د منډو)پټي ته په :بیلگه

دى. له دې سیم سره بايد يوه مربع سطحه)څلورگوډيزه  L سیم لرو چې ټول اوږدوالى يې

حده  بايد لويه وي، منډو شي. دا وظیفه شوه يا په بل عبارت هواره(، چې د امكان تر

  .غوښتنه 

پرابلم:  غوښتنه  مو د يوې ځلور ضلعي)څلورگوډۍ(   Art und Weiseاوس د مودالیټي

ښايو او  a چې معمول دي،  ددې څلورضلعي) څلور گوډۍ( يو اړخ  په پیداكول دي. لكه

 خې(. له م 14.21ښايو، د څیرې   b بل اړخ يې په
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 ۸۶۱                                د سترو ګټو ...........                                       
---------------------------------------------------------------------------------- 

دى. b او a  دا په  سر كې دوه  اغیزې  لرونکي يا تاثیر اچونكي لويې

aLbbaLد  )2/(,22  

ه امله  يواځي يوې اغیزمنې) تاثیراچوونكي( ل

 لويي 

xaته اړيو د بیلگي په توگه  ، دا گټه 

))/2((داسي ده A))ستحه xLxabA   دا

2/0روښانه ده چې صدق كوي Lx   

 امله د سترې گټې پرابلم داسې دى. له دې

 

 

                                       y = f(x) = x((L/2)-x)=Max!      (0 < x < L /2)  

)0()/2(0د   Lff  او  1له امله بايد ماكس د L /2  ترمنځ پروت وي.   

 د ماكس لپاره  ضرور دي                                                       

 y ' = f ' (x) = L/2 - 2x = 0  

  .په پوښتنه كى راځي  x = L /4  د ماكس لپاره يواځي

  .دۍ y ''=f ''(x) = -2< 0 لپاره د دې

رول نه  L / 2 او 1پولى  ى يو ماكس مو مخ ته پروت دى. دلته تخنیكپوهنیزېپه ريښتیا چ

   . a = b = L /4 لوبوي.  نو صدق كوي  

تولید كړي او دا تل   M يوه بډای  چى په يوه ټاكلي وخت كى  ټولسټ )ټولډډيرۍ(:  بیلگه

دي. تړلي   F  سره فیكس يا كره ټاكلى لگښتونه اخستونكو ته ورسوي،  نو له دې

كې تولید كړي، په يوه   M شي چي سملاسى د دې تولید په ټولسټ )ټولډيرۍ( كیدې

                       زخیره ځاي)زېرمتون؟( كى ځاي په ځاي كړي او اخستونكو ته يى سملاسي ورسوي. دلته
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 د سترو ګټو ...........                             ۸۱۱            
---------------------------------------------------------------------------------- 

لپاره ځاي او هلته بیا اچول  د زېمتون)زخیره کونې( لگښتونه راپید كیږي) ددې د زخیرې

او وړل (. يا هم كیدى شي چى تولید په لږه کچه يا  اندازه تولید شي او سملاسى اخستونكو 

یره کولو لگښتونه منځ ته نه راځي. مگر  تل تولید په ته وروړل شي.  دلته نو د زخ

ډول تولید باندې درول، لگښتونه منځ ته راولي، چى د چمتووالى  لگښتونه يى بولو.  دې

)ازاده لويه ( بايد تولید شي،  چى د امكان تر پولي كم لگښتونه پرې وشي؟    x كومه  ډيرۍ

، د خرابیدو ارزښت  د چمتووالي يا لگښت د چمتووالى لگښت سره متناسب دۍ  د زخیرې

لوي وي   x  تولید ارزښت سره يعنى چي خرڅلاو ته چمتو كیږي، په څټ متناسب دى. كه

كم وي نو  چمتووالى بدلون تل بايد تغیر وخوري   x  نو چمووالى ته كم اړتیا شته او كه

 يعني.  ټول لگښتونه 

  y = f(x) = F + Lx + R/x دي ، چیرته چى F همغه( يا   په كلكه ايښول شوي ثابت(

د  x  د چمتووالى لگښتونه دي.  دا ازاده لويه  R  لگښتونه  او د زخیرې Lلگښتونه دي، 

x  < 0امله صدق كوي څخه نه شي  سترېدلی ، لوئیدلى يا غټیدلى. له دې    Mتولیدډيرۍ

M .<  ډول ده : امله  په لاندې مخ ته پروت د ستريدلو مسئله  له دې 

M )  <x  <= f(x) = F + Lx + R /x = Min! ( 0  y   

  :دوه واره ديفرنڅیال كیږي يا يي دوه واره رابیلیدنه نیول كیږي xf)(لومړى 

 

  f '(x) = L -R/x² , f ''(x) = 2R / 

x³   

 f '(x) =  0    :ضرور ديد مینیوم لپاره 

   x =  R / L     لرو پس 

م صدق ه    f '' (x)<    0له امله  x<   0د

 كوي،  

 پس دلته تل يو نسبي مینیموم مخ ته  لرو.
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 ۸۱۸                                 د سترو ګټو ...........                                    
---------------------------------------------------------------------------------- 

MLRxکل كې انځور شوې. څرگنده ده: كه تگلار په ش د كږې)منحني(  صدق  /

MLRxكه.ولري، نو مینیموم مو مخته پروت دى  / وي، نو يو منیموم په څنډه  

Mx  نامساوت .لروMLRx  / /2دا مانا لري   MLR  LMRډول په همدې  22  

LRx : پس مخ ته لرو / دLMR 2 او  لپارهMx   دLMR 2  لپاره؛ نو : كه د

ټول  سى دېڅخه زيات لوي شي، نو سملا  L لگښتونو زخیرې  , R  چمتوالي لگښتونه

لگښتونه د چمتووالى لگښت څخه كم وي،  صورت ونیس. كه د ذخیرې   x = M  تولید

   .تولید شي  x كیدى شي كوچنى  ازاد                                               

10,1000,10000د    ټاكلى بیلگه:  LRM ،لپاره  صدق كوي

109101081000 2  LMR  ستر يا غټ  ازاد لگښت دى

1010010/1000/  LRx ازاد a   رزيات شي ، چى  يوونه بايد و  11دلته

1,1000,10د  يوونه تولید كړي  11111  LRM لپاره صدق كوي   

1001000 2  LMR 10امله  غټ ازاده لويه له دېMx يوه ازاده  ده، يواځې 

 تر تولید لاندې ونیوله شي.        لويه دې

 

 په  تولید کې  د مشتق  استعمال
 

 فعالیت:

کې دۍ، چې تولید کوي. په دې تولید لگښت کیږي، چې دا د تولید په واک  xيوه فابريکه 

 سره يې ښايو. xK)(موږ ورته د لگښت تابع وايو او په 

 څنگه کولی شو، چې د زيات تولید لپاره لگښت را ټیټ کړو؟

 د تولید سټ)ډېرۍ( او ټول لگښت تر منځ  تړاو انځوروي.  xK)(د لگښت تابع 

 په شاو خوا کې زياتیږي.  Kشاو خوا کې زيات شي، نو لگښت هم د  xکه تولید د

تقسیم تفاضل( کمښتويش )
K

x




تولید تغیر  xد منځنې لگښت زياتوالی ښايي،  د يوه  

 سره)منځنی تغیر ارزښت(

ځای کې لحضوي تغیر ارزښت د مشتق لگښت  بلل کېږي.  دا د پوله ارزښت    0xد

0
lim
x

K

x 




 مشتق.  Kسره ټاکل کیږي، داپه دې معني، چې  د لگښت د تابع   
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                  ولید کې ..........په ت                          ۸۱۲          
---------------------------------------------------------------------------------- 

په نامه يادوو يا يې پوله  xK)(مشتق د مشتفارزښت xK)(پېژند: د لگښت تابع

')(لگشت xK  .هم بولو 

)(94409بېلگه: د لگښت تابع  23  xxxxK.دې ورکړ شوې وي 

')(او xK)(يو ارزښت جدول  د الف: مشتق ارزښت وټاکۍ، xK  لپاره وکاږۍاو په

 پروتولاړ سیستم يا کواورديناتسیستم کې يې گراف وکاږئ.

 پل)قدو( پراخوالي سره.1لپاره په 1]0;6[پوله ارزښت د 

 ب:   د ډېر کم لگښت زياتوالی و ټاکۍ:

لاندې تابع 

 لرو

 مشتف ارزښت

 
 ارزښت جدول

 

 

')(پارابول خورا کم د لگښتزياتوالی)لگښتجگېدنه( د  xK  ،په ککره)ځوکه( کې پروت دى

')(يعنې هلته چې تانجنت xKپروت يا افقي دى 

 

 

 دد تانجنت د پروتوالي يا افقيت لپاره:

301860)(''  xxxK 

دي، مربع کارتون)د کلک کاغذ  وښتنې: پ

سانتیمتره د اړخ  26څخه جوړ(څخه، چې 

اوږدوالی لري يو بکس جوړوو بې له 

 جگوالی لري. xسرپوښ، چې د  

ابع ترم وټاکئ، چې د بگس الف: د يوه ت

  په واکوالي يا تابعیت کې xد vحجم)ډکی( 
 

2'( ) 3 18 40 ''( ) 6 18K x x x K x x     
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 ښايي.

ب: گراف وکاږئ او په نردې توگه يې 

 ماگسیما)خورا جگ( حجم و ټاکۍ.

 

د يوه روغتون د نرختابع)مصرف تابع( 

)(xK )د ناروغانو گڼه )تعدادx  او د

ټول مصرف ترمنځ  اړېکې انځوروي، 

 ناروغانو 100د   1xداسې چې 

دى معنی چې  1yمعنی او 

tan/1000   د روځې زر

tan/1000يورو)   .) 

94409)( 23  xxxxK 

 

 

 الف: د مصرف تابع په خپله کتابچه کې ولیکئ.

مصرف( يا دحدمصرف په نامه ياديږي. تاسو د -ب: د لگښت تابع مشتق د مشتق لگښت )

جگېدونه(. xK)(لگښت زياتېدنه  د ناروغانو په واکوالي يا تابعیت کې تشريح کړئ.)د

)(' xK  سیستم( کې انځور کړئ(-ولاړ -يې په وضعیه سیستم ) پروتوټاکئ او گراف 

 پ: د ناروغانو د کوم تعداد سره د لگښت زياتوالى خورا کم دۍ؟ دا قېمتونه وشمېرۍ. 

 

 :ټولگه                        

 قضیه:(Rolle) د رول

],[تابع دې په بند اينتروال  fيوه د  ba کې متمادي وي د)()( bfaf  سره  او په واز

),(ايتروال ba مشتقوړ، نو لږ تر لږه يوځاي کې( , )c a b 0 شته دى د'( ) 0f x  سره. 

   : د مشتق د منځني ارزښت )وسطي قیمت( قضیه      

xy)(كه    تابع په بند اينتروال],[ ba  كې متمادي 
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),(او په واز اينتروال  ba              ره په نوټ کې ده،                                                     یڅكې د مشتق وړ وي، نو                                                     

)هلته يوځاي  , )x a b  شته  دى، د كوم لپاره چى                                       

0لرو:    

( ) ( )
'( )

f b f a
f x

b a





 

 پراخه شوې منځقضیه: 

)()(كه  xfufgv  )()( او xfufgv   په بند اينتروال],[ ba متمادي توابع وي او په واز  کې

),(اينتروال  ba  0کې مشتقوړاو)(' xg باور ),(ټولو ولري، نو د   bax لپاره، كم له  

0),(كمه يوځاى  bax  راځي:     وجودلري چى لاس ته ترې
)x(g

)x(f

)a(g)b(g

)a(f)b(f

0

0









 

 قضیه: 

 کې مشتقوړ وي. Iتابع دې په انتروال  xf)(د 

')(0کې مونوتون جگېدونکې وي، نو باور لري: Iتابع په اينتروال xf)(که د  .2 xf  د

 لپاره1xټولو 

')(0په اينتروال کې همغږيزټیټېدونکې وي، نو باور لري:  xf)(که  - xf    د

 پاره.ل 1xټولو

')(0که - xf 1وي، دټولوx  لپاره، نو)(xf  په اينتروالI .کې همغږيز جگېدونکې ده 

')(0که - xf1وي د ټولوx  لپاره، نو)(xf په ايتروالI .کې همغږيز ټیتېدونکې ده 

')(0که - xf1وي ، د ټولوx لپاره، نو)(xf  په اينتروالI  کې په کلکه

 .همغږيزجگېدونکې ده

')(0که -  xf 1وي د ټولوx  لپاره،نو)(xf  په اينتروالIکلکه مونوتون  کې په

 ټیټېدونې ده.

 

0xلپاره د xf)(كه د  ')(0په ځاى كې   xf  ولرو نو يو نسبي ټیټ ټکى مو مخ ته پروت

 دى.

0xلپاره د xf)(كه د   په ځاى كې  0)(' xf  او 0)(" xf  ولرو نو يو نسبي ټکى مو مخ

 ته پروت دى.

. 

 ۸۱۵                                        ټولګه                                                  
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---------------------------------------------------------------------------------- 

 که ددې  برعكس  ولرو: 0)(' xf  او'( ) 0f x  ، نو يو نسبي ماكسیموم مو مخ ته  

 پروت دى. 

')(0چې  د بحراني ټکي)ټیټ ټکي يا جگ ټکي( لپاره خوي ټاکونکى دى،  xf وي، او د  

)(" xf (، په دې پريكړه كوي چى ايا يو اصغري ټکى او كه اعظمي ټکى  -نښه ) + ،  مخ

 مو مخ ته پروت دى.

0xxد :پېژند  xfy)(په چاپیريال كې د     تعريف شوې تابع يونسبي جگ ټكى په

0xټولو  ډول نسبي ټیټ ټكى لري، كه همدې  لپاره باور ولري: xته پوره نږدى  

0f ( x ) > f ( x 0f ( x ) ډول په همدې  ( f ( x )    

 

 اره ضروري شرايط(:د يوه نسبي بحراني ټکي لپ: ) جمله

0x كه په  xfy)(كې مشتق وړ تابع   :انحرافي ټکى لري نو لرو  0)(' xf    

')(0دا جمله موږ ته وايي: چیرته چې  xf  وي نو هلته اكستريموم نه شته، د اكستريموم

')(0راځي، چى د هغي لپاره لرو ځاى په پوښتنه كى 0xلپاره يواځې د  xf خو حمتي ،

xfy)(نه ده چې    دې يواكستريموم و لري.    

 :)د يوه بحراني ټکي لپاره پوره کیدونكى  شرايط)  :  جمله

0x = x كه په xfy)(كى دوه واره مشتقوړ    :تابع لپاره ولرو'( ) 0 , "( ) 0f x f x   

xfy)(نو تابع            .هلته يو بحراني ټکى لري 

")(0 :خورا ټیټ ټکى مخ ته لرو، كه وي xf 

")(0 : خورا جگ ټکۍ مخ ته پروت دى ، كه وي xf 

  زينټکی)د اس زين(                                     ۸۱۶            
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---------------------------------------------------------------------------------- 

0xxپه يوه چاپیريال  :پېژند  xfy)(كې مشتق وړ تابع    انعطافټکی په  -ښى -يو كیڼ

جگټکی)عظمي   انعطافټکی لري، كه د هغه مشتق هلته يو نسبي -كیڼ -ډول ښى  همدې

 په همدې توگه يو نسبي ټیټ ټکى ولري.نقطه( 

 د يوه نسبي بحراني ټکي لپاره ضروري شرايط(:)  :جمله

0xكه په   xfy)(كې مشتق وړ تابع     :0اكستريموم لري نو لرو)(' xf   

 

')(0دا جمله موږ ته وايي: چیرته چې xf وي نو هلته بحراني ټکى نه شته، د بحراني  

')(0هغې لپارهراځي، چې د  ځاى په پوښتنه كې 0xټکو لپاره يواځې د xf خو  وي ،

xfy)(حمتي نه ده چې   .دې يوبحراني ټکى ولري   

 د  پورته جملى استعمال 

پېزند: د زينټکي) کله کله  برنډې ټکى هم بلل کیږي(لاندې د انعطافټکي ځانگړى حالت 

 پوهیږو، داسې انعطافټکى چې تانجنت يې افقي )پروت( وي:

رکړ شوى وي.دا يو مائل) نه افقي( تانجنت د پرتلي لپاره دې بیا يو ،،عادي،، انعطافټکى و

 لري

'')(په xfy   لاندې جمله  لاس ته راځي:  څخه 

 د اوړونټكي)انعطاف ټکي( لپاره  اړيین  شرايط(::  ) جمله 

0xxكه په  كى دوه واره مشتق وړ تابع   y = f ( x) هلته يو انعطاف ټكى ولري،  نو 

 لاس ته  ترې راځي:   f '' ( x ) = 0   

 

 

  Der Sattelpunktکی)د اس زين(    زينټ    
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د انعطاف ټکي يو ځانگړی حالت زينټکی دى. دا د 

انعطاف ټکی دۍ د صفر جگېدنې سره.که د کیڼ لور 

ورتزدې شو فکر کېږي، چې، نسبي جگټکى مو مخ ته 

 پروت دى

که څوک د ښې لور ور نزدې شي فکر کوي، چې يو 

 نسبې ټیټټکى مخ ته لرو.

 یاتو له لورې ځېړو:اوس دا حالت د رياض

 مشتق:

6)('''

66)(''

363)('

133)(

2

23









xf

xxf

xxxf

xxxxf

 

 

103630)(' 2/1

2  xxxxf 

 

 

 د برنولي او د  دې لو، پیتال قاعده:    

xfu)(كه توابع   او)(xgv    د يوه)( 0xU 0چاپیريال  دx  په ځاي كى مشتقوړ وي د

0)(' xgسره او د يوصفرځاي وي،  gا و fد  0xلپاره او  xUx)(ټولو 

0د 0( ) ( ) 0f x g x    ،سره ,نو باور لري:  
)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

00 xxxx 





 

 ترڅو په ښي لور حد شته وي.

ځي:   په ورته توگه لاس ته را
)x(g

)x(f
lim

)x(g

)x(f
lim

xx 





 

 

  د څپرکي تمرينونه:

 په واکوالي کې ورکړئ.  aد لاندې ماتراشنل توابعو د مونوتوني حالت د د  -- ۱

1

1
)()

2

1
)()

2 





ax
xfb

ax
xfa 

و څېرړئ، چې ايا لاندې توابع  په خپله پېزند ورشو مونو ون او که په کلکه    -- ۳ 

 مونوتون دي. 
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 تمرينونه                               ۸۱۱         
----------------------------------------------------------------------------------        

72)()
2

)() 5 


 xxfb
e

e
xfa

x

x

 

 لاندې ناراشنل توابع په يوغږيزوالي خويونو وڅېړ. -- ۷

3 2 1)())()
2

 xxfbexfa x 

 د لاندې توابعو ټول لوکال افراطي ټکي پیداکړئ.  -- ١

)1ln()())(
2

1
)()

)3()())()

2

24 2









xxfdeexfc

exxfbexfa

xx

xx

 

 کې ولټول شي. د   تابع ټول لوکال افراطي ارزښتونه دې په دې په لاندې انتروال  -- ٢

2

2 2 .

1
) ( ) sin ) ( ) sin( )

2 2
a f x x b f x x

 



 

  
 

 لاندې توابعو ټول لوکال او گلوبال افراطي ځايونه پیدا کړئ.  -- ٢

3 2

22

3)())()

3)())()

xxfdxxxfc

xxfbxxxfa




 

 لومړى دمطلق ارزښت وشمېرئ او پسې ټول افراطي ارزښتونه  وټاکئ. -- ۳

2 2) ( ) | | ) ( ) | 2 8 |a f x x x b f x x x     

تابع  د  fد  -- ۶
2

2

2
( ) , 1

( 1)

x x
f x x

x

 
 


                     سره د انعطاف ټکي بیداکونه

تابع  جگېدنه د       fشمېرئ او  هم د لپاره تابع ارزښتونه و  x2=2او   x1=1د   -- ۹

 سره. 
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 ۸۱۱                                                ټولګه                                              
---------------------------------------------------------------------------------- 

 کومه جگېدنه لري. تابع په صفرځاي کې   -- ۱۱

  گراف  په کومو ټکو  کې     د   -- ۱۱

 جگېدنه لري.؟

تابع ارزښت  ځاي کې د  x0=-1د  ----۱۳  

 اود گراف جگېدنه غواړو پیاکړو

xد لوپیتال قاعدې په مرسته  د   -- ۱۷       لپاره د لاندې مات ريښتوني  توابعو

 پوله ارزښتونه وشمرئ.

5234

32
)()

13

42
)()

23

2

3

3











xxx

xx
xfb

x

xx
xfa 

 لپاره د منحنیو شننیز بحث وکړئ او گرافونه يې و کاږئ.د لاندې توابعو  -- ۱١

12)()223)()

3

2

9

1
)()4)()

2423

2423





xxxfdxxxxfc

xxxfbxxxfa
 

 د لاندې توابعو لپاره د  پوره منحنیو مطالعه  وکړئ او گرافونه يې و کاږئ. -- ۱٢

3

9
)()

1

13
)()

3

2
)()

2

4
)()

22

2

2

2














x
xfd

x

x
xfc

x

xx
xfb

x

x
xfa

 

 د لاندې توابعو صفرځايونه وشمېرئ. -- ۱٢
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 ټولګه                                   ۸۱۱              
---------------------------------------------------------------------------------- 

3 2 4 3 2

3 2 3 2

4 3 2 4 3 2

3 11
) ( ) 3 ) ( ) 2 13 14 24

2 2

1 1 1
) ( ) 6 8 ) ( )

3 4 12

) ( ) 7 6 ) ( ) 6 11 60 100

a f x x x x b f x x x x x

c f x x x x d f x x x x

e f x x x x x f f x x x x x

        

      

         

 

په   x3=4او  x1=-2 , x2 = 0محور د   - xد دريمې درجې تام راشنل گراف د   -- ۱۳ 

 ټکو کې غوڅوي.

 ټکي څخه هم تېر شي؟ P(2,-8)د تابع مساوات کوم دي، که سربېره پر دې گراف د  

په ټکو کې  x2=3او   x1=0,5محور د  - xل تابع د د يوه څلورمې درجې تام راشن -- ۱۶

په  P(0,9)محور د   - yبرابرون څنگه دى، که  پرسېره پردې گراف د  د تابع غوڅوي.

 ټکي کې هم لمس کړي.   

  د څلورمې درجې  د يو تام راشنل تابع گراف د وضعیه قیمت سیستم پیل  او له   -- ۱۹

محور هم د   –xدي، که گراف د  د تابع مساوات څنگه ټکي تېريږي.  

x1=-1    سره لمس کړي او  پهx2 = 2  .کې غوڅ کړي   

 د لاندې توابعو صفرځايوه پیدا کړئ.  -- ۳۱

2 3 2

3 2 4 3 2

2 15 2 4 8
) ( ) ) ( )

4

5 3 4 4
) ( ) ) ( )

0.5 5

x x x x x
a f x b f x

x x

x x x x x x x
c f x d f x

x x

    
 



     


  

 a,b,cسره  ثابتې  تابع  د   fد يوه مات راشنل   -- ۳۱

 x=0او سره صفرځايونه پراته وي او تابع په     x1=-2,x2=-(1:2)پیداکړئ، که د   dاو

 يو تشځاى ولري.کې 
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 ۸۱۸                                       مرينونهت                                               
---------------------------------------------------------------------------------- 

   کې د    x1=1تابع په  fمات يا کسري راشنل -- ۳۷

 ه صفرځاي لري.سره  درې ځل

د يوې ساحې د ويش په مرسته وڅېړئ چې په همدې څلورمه)ربع( کې صفرځاي کې 

 ځغلي او که صفرځاي څلورمه بدلوي. 

دا سې يو ترم وټاکئ، کوم چې د لاندې پريوديکي يا تل بېرته راگرځېدوني توابعو   -- ۳١

 صفر ځايونه ورکوي.

کې  نتروال   د شمېرنې له لارې صفرځايونه ونوموئ، چې په ا

 پراته وي.

)
3

2sin()()sin1)()

)
4

sin()()3sin
2

1
)()

2 







xxfdxxfc

xxfbxxfa

 

 ولې لاندې توابع صفرځايونه نه لري؟  -- ۳٢

xxfd
x

e
xfc

x

x
xfbxxfa

x
2

2
2

sin1)()
1

)()

1
)())3ln()()









 

محور سره يواځې  - yولې کېدى شي چې يو تابع ډېر صفرځايونه ولري، مگر  د  -- ۳۳

 يو صفرځاي ولري؟

-تابع لپاره په تعريفسټ) fد صفرځايونو د تعداد په هکله څه ويلاي شئ، که د يو   --۳۶

1fډېرۍ( کې يو    عکوس تابع  هم شته وي؟م 
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 مرينونهت                                   ۸۱۲      
---------------------------------------------------------------------------------- 

 محور سره د لاندې توابعو غوخټکي وشمېرۍ. - yد   --۳۹
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  د يوه تام راشنل تابع   --۷۱

 محور غوڅټکي  د ساده لوستلو له لارې و ټاکل شي.-yد   سره کېدى شي د 

 په دې هکله دلايل راوړۍ.

تابع  جگېدنه د       fلپاره تابع ارزښتونه وشمېرئ او  هم د   x2=2او   x1=1د  --۷۱

 سره. 

 تابع کومه جگېدنه لري.  په صفرځاي کې  --۷۳

 ي؟په کومو ځايونو کې لاندې توابع  پروت تانجنت لر --۷۹
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 جگوالى لري؟ ۳په ځاي کې 

 د لاندې توابعو ټول ځايزې)لوکال( خوراجگ ټکي وښاياست.١۱
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مې درجې يو  تام راشنل تابع  خورا زيات څومره لوکال )ځايز( افراطي -nد    --١۷

 ځايونه لرودى شي؟ 

 اړيین نه دي؟  ولې د جګټکي لپاره شرايط   --١١
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 تابع ټول لوکال افراطي ارزښتونه دې په دې په لاندې انتروال کې ولټول شي.  fد  --١۳
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 سره د انعطاف ټکي بیداکړئ.
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 رينونهتم                                          ۸۱۱       
---------------------------------------------------------------------------------- 

0په  انتروال    --٢۷ 2x    .کې د انعطاف ځايونه پیداکړئ 

a)     f(x) =  x + sinx          b)         f(x) = 2(1-sin2x) 

 کې په مشتقوړتیا باندې وڅېړئ. 0xلاندې توابع په   --٢١
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ولې متماديت د مشتقوړتیا لپاره اړين شرط، مگر مشتقوړوالى د متماديت لپاره پوره  --٢٢

 کېدونکى شرط دى؟

xپه کوم دلیل تام راشنل توابع د   --٢٢ R لپاره مشتقوړ دي؟ 

و څېرړئ، چې ايا لاندې توابع  په خپله پېزند ورشو مونو ون او که په کلکه   --٢۹

 مونوتون دي. 
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ورشو کې لاندې تام راشنل توابع يو کیڼ کږوالى لري او په کون کې ښى په کومه  --٢۱

 کږوالى لري.
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 د لاندې مات توابعو گرافونه هايپاربول دي. د هاپارابول څانګې کوم کږوالى لري؟--٢۳
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کږوالى(   ولې د يوه دريمې درجې تام راشنل تابع گراف په تل تلنه کې يوه ښئ انخنا) --٢١

 نه لري.  

سره يو تلتلونى کیڼه   ولې يو څلورمه درجه تامراشنل  تابع د  ٢٢

 نحنا لري؟انخنا)کږوالى( او ښئ ا

 

. درجې مشتق څخه د  د ګراف په  ۱تابع د  f(:  څنگه کېدى شي، چې د يوې۱۱۷)۱٢۶

 انخنا قضاوت وکړو؟ 

 په لور لاړ شي.  (:  د لاندې توابعو حالت وڅېړئ، که ۱۱٢)۱٢۱
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 سیومتري لري؟

(:  د ناجوړه)طاق( جگعدد)اکسپوننت( سره يو تام ريښتونى تابع ټیک هلته د ۱۱۷)۱٢۶

 سر چینې سره ټکى سیومتري دى، چې مطلق ارزښت صفر شي؟ 

 ه لري. وښايئ چې(: لاندې توابع په بنسټ کې لوستل شوي سیومتري خويونه ن۱۱٢)۱۳۱
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 تمرينونه                                       ۸۱۶        
---------------------------------------------------------------------------------- 

 دا سره له دې هم سیومتريک دي. 
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 توابعو پوله ارزښتونه وشمرئ.
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 په ځاي کې  د تانجنت مساوات وټاکئ x=x0(: د لاندې توابعو لپاره د  ۱۳۷)۱۳۶

(: په کومو ټکو کې د لاندې مساواتو لپاره  د تانجنت مساوات د ورکړ شوې ۱۳١)۱۳۹

 کرښې سره غبرگ دي؟ 

(:د لاندې تام ريښتونې توابعو د انعطاف ټکي) اوړونټکي( او د نورمالي ۱۷۷)۱۶۶

 مساوات ولیکئ.

 

 تابع  د انعطاف ټکي مساوات ولیکئ.  tf( د  ۱۷١) ۱۶۹
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 ۱۶۳                            په ټوټه کسرونو ټوټه کونه                                    

---------------------------------------------------------------------------------- 
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حقیقي   A,B,C,...,Nږي،  چې یداسې يوه بڼه په ټوټه کسرونو ټوټه کونه،، بلل ک

 عددونه دي.
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 کونه په ټوټه کسرونو ټوټه                       ۸۱۱        
---------------------------------------------------------------------------------- 

 فعالیت:  په پورته ننوتنه کې و ښاياست، چې دا ټوټه کسرونه چېرته تعريف لري؟

 د يوه په خوښه پولینوم کسر ټوټه ونه او د تعريف ساحې ورکړئ. --
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 ۸۱۱                                په ټوټه کسرونو ټوټه کونه                               
---------------------------------------------------------------------------------- 

 ټاکنه د ضريبونو د پرتلې له لارې: Cاو  A ,Bدصورتونو ارزښت 
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 په ټوټه کسرونو ټوټه کونه                      ۸۱۱         
---------------------------------------------------------------------------------- 

 تمرينونه:
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 په ټوټه کسرونو ټوټه کونه                      ۸۱۲         
---------------------------------------------------------------------------------- 
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 تمرينونه:
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---------------------------------------------------------------------------------- 
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 په ټوټه کسرونو ټوټه کونه                    ۸۱۱           
---------------------------------------------------------------------------------- 

 ټاکنه د پرتله کولو له لارې: A,B,Cد ضريبونو 

A+C = 5                  I 

A + B + 2C = 8             II 

B + 4C = 9             III 

سره يې گدولو څخه مساوات لاس ته   I څخه  د   IIکمښت )تفريق( له مساوات   IIIد   

 راځي، چې دوه اووښتونې يا متحولې لري:

A – 2C = 5            IV 

A + C = 5           I 

    :II مساوات منقي  IIIمساوات

    ائښوولو سره : Iپه    C = 2د 

   ايښوولو سره:  IIIپه    C = 2د  

 که دا د ټوټه کونې فرمول کې کېږدو نو د ټوټهکسر ټوټه کونه لاس ته راځي
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 تمرينونه:
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 ۸۱۵                               په ټوټه کسرونو ټوټه کونه                               
---------------------------------------------------------------------------------- 

 ج (  نا اصلي پولینوم کسرونه:

 

د يوه پولینوم  که
)(
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xP

xP

n

m خرج له درجې څخه لويه وي، د صورت درجه د پولینوم د م

 پولینومويش له لارې په ټولناطق کسر او يوه اصلي کسر ټوټه کېدى شي. دنو دا 

 

 لګه:یب

کسري پولینوم   
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 په ټوټه کسري پولینومونو ټوټه کړئ .  

مله مو يو نا اصلي د پولینوم د صورت درجه درې ده او د مخرج دوه . نو له دې ا

 پولینومکسر مخ ته پروت دۍ.
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د پاتې کسر   
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x
له پاره د ټوټه کسر ټوټه کونې کارونه )عملیه( مخ ته    

 بیايو.مخرج په کرښیزو ضريبونو ټوټه کړى:

21له پاره حل     x² - 2x -8 = 0د مساوات   x     42او x .لرو 

2 نو 2 8 ( 4)( 2)x x x x     .دى 
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 په ټوټه کسرونو ټوټه کونه                               
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  د ټوټه کسر ټوټه کونې لپاره ځاى په ځاي کوو:
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 ټاکل:  Bاو  Aد ضريبونو د پرتله کوونې په مرسته د 
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 رنې لپاره پیل راوړنېید انتیګرالشم 
 

پخوانیو يونانیانو ته دا د منحني څخه رابندې 

 سطحې شمېرلو اصول معلوم وو.

رنه، چې موږ ورسره  اوس یدا دمشتق شم

او کار لرو، ډېر وروسته )د اوه لسمې  سر

ړۍپاي کې( د طبیعي علومو پوهانو  د یپ

لايبنیڅ او نیوټون له خوا رامنځ ته ) اختراع( 

 شو.
       

 

 فعالیت:

 ه رابندې څېرې د سطحې د شمېرلو له پاره وړانديزونه وکړۍ.د پورت   -

 ايا تاسو د داسې سطحې شمېرلو سره بلد ياست ؟   -

 ايا تاسو  دې ته ورنږدې سطحې مساحت شمېرلی دى؟  او که هو نو هغه ولیکۍ.  -

داپورته سطحه د وضعیه قېمت سیستم له لارې په څلورو نږدې برابرو برخو ووېشئ او   -

  تیګرالونې په هکله يې فکر وکړئ.د ان

 

 لګهیب

ره شوی چمن خرڅیږي. له پورته لور د یدا څ

ويالې را بند دى او له ښي لور د گاونډي 

ځمکه ده او کیڼ لور ته کوڅه او له کښته لور 

 هم د يوې کوڅي را بند دى.

ددی لپاره چې چمن وپلورل شي، بايد  سطحه 

بايد د پلورونکی لپاره سطحه  ژندل شي.یوپ

رل شي. ینزدې پوره مگر هیڅکله کمه ونه شم

اخستونکی هم د ځان لپاره فکر کوي، چې 

پیسې بايد ورکړي، خو  هیڅکله ځمکه د 

         ل شو.  یاصل څخه زيات ونه شمې

وه
 پ
ره
س
ي 
نډ
او
 گ
 د

 ویاله

څه
کو

 

 کوڅه

 چمن
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 انتیګرالشمیرنې ته پیل راوړنه                  ۸۱۱             
---------------------------------------------------------------------------------- 

رانیوونکي او پلورونکي د چمن سطحه معلومه کړه، دواړه   د پیسو په  وروسته له دې چې

 تاديه سره يوځای کیږي او په دې هکله موافقه کوي.

200وياله 
400

1
)( 2  xxf لري  د تابع  مساوات.   

 د اخستونکي له پاره ممکنه حل.

سره وره  50mهره ټوټه)مستطیل پټۍ( 

ده او په رسم کې ورکړشوی جگوالی 

لري. د ټولو پټیو، سطحه يو ځای 

 رو.یشم

         

123700

2530050506

2125050425

1280050256

1500050300

1280050256

1125050225

1030050206

1000050200

















 

ځمکه په لاندې ډول په اوږدو ټوټو)پټیو ( 

 ټوټه کیږي

 
    

m 123700د اخستونکي لپاره ټوله سطحه  نزدې  
2

 ده.  

 

 د پلورونکي له پاره ممکنه حل:  

په رسم  سورلري او 50mهره ټوټه)پټۍ( 

کې ورکړشوی جگوالی لري. د ټولو پټیو 

 سطحه يوځای شمېرو.

 

 mد اوږدوالي واحد)يوون(په 
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m 143700 د  د پلورونکي له پاره   د ټولې سطحې مساحت  نزدې  
2

 دى.  

اخستونکی او پلورونکی بايد د دواړو قېمتونو ،،منځ،، ته راشي، دا په دې معنا چې دواړه 

 ارزښت، چې دى: د سطحې منځ د قېمتونو منځ ارزښت يو بل سره ومني. يعنې

2133700
2

143700123700
unt


 

دا به وروسته د ټاکلي انتیگرال برخه )په مخ( کې وشمېرو، چې  ريښتونی ارزښت 

23.133333يې m .دی 

 بلل کیږي. لاندنۍ ،،جمعې جوړول،،رنه یلګه کې دا ډول شمید اخستونکي په ب 

 ل بلل کیږي.پورتنۍ جمعې،، جوړورنه،،  ید پلورونکي په بېلګه دا ډول شم 

 رته په دا منځ کې پروت دی.یريښتونی ارزښت يو چدا د سطحې 

بايد ددې له پاره يوه لار پیدا کړو، چې رښتونی ارزښت ترې لاس ته راشي. ددې کار 

 لپاره لږ نوره د چمتووالي  لار شته.

 

 پوښتنې

 تابع گراف وکاږئ.  3x²+1د 

 ترمنځ د تابع سطحه به نخښه کړئ.  [1,3]د  انتروال   

 طحې پورته جمعه جوړه کړئد دې ورکړ شوې س

 د دې ور کړ شوې سطحې کښته جمعه جوړه کړئ

 

 mلي واحد)يوون(پهد اوږدوا
m 
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 Integralcalculation     رنهیانتیګرالشم  

 

 د سطحې تابع له پاره تر مخ راوړنه:

 دا دانتیگرال هندسي مفهوم هم دۍ.

زي وضعیه قېمت سیستم کې د   ګراف  په سرچینه کې يوه کرښه یپه کارت

په واکوالي  xمحور ترمنځ د  - xپیداکړو، چې د تابع دګراف او رسموو.غواړو سطحه 

 کې پرته وي.

 

 

  د ريمن )ټاکلی( انتلګرال

 دلته دې يوه څېره راوړل ) د يوه ډنډ او يا.....(

 

 فعالیت:  

ره وکاږۍ، چې په ترتیب له درې، پنځو او اوو کرښو رابنده یيوه په خوښه هندسي څ -

 رۍ.یورسره بلد ډول وشمرو سطحه  په ید ې څ   وي. د

ږۍ، چې سطحه يې یپه يوه د وضعیه قیمت سیستم کې يوه کږه)منحني( وکاږۍ او وهڅ    -

 محور او منحني ترمنځ پرته وي. xپه ورنزدي ډول پیدا کړى چې د 
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 ۲۱۸                              انتیګرالشمیرنه                                             
---------------------------------------------------------------------------------- 

 يادونه:  انتیگرال څه شى دى؟

د ورگډېدلو په معنی دى ، لکه چې يو څوک  يوې پردۍ    Integrationګرال کونه  یآنت

ټولنې ته ورگډيږي يعنې ددې پردۍ ټولنې خويونه خپلوي، يعنې دى په دې ټولنه 

ړلو ته وړاندې کیږي، چې څنگه د یرزياتیږي.  دا هم په همدې موخه دلته دا موضوع څو

 يوې کوچنى درجې تابع و يوه جگ درجې تابع ته ځي. 

 د انتیگرال هندسي تعريف:

 د انتیگرال تعريف:-لوريزه سطحه

 رل د انتیگرال له لارې یمخور او تابع ترمنځ سطحې شم  x تابع ولرو، نو د  fکه يوه  

  xمحور پورته لورې ته سطحه مثبته مخنخښه لري او د   xکیږي. په دې سطحه کې د  

 محور کښته لورې ته سطحه منفي مخنخښخ لري.

 تحلیلي تعريف:

 باندې تعريف دى، نو  د  [a,b]يوه تابع ورکړ شوې، چې په يوه انتروال    fتعريف: د 

a  څخه ترb   پورې د تابع د انتیگرال  څخه دx  ه محور د  پf   د گراف او د کرښې

x=a   اوx=b تر منځ يوه  يوه لوريزه سطحه پوهیږو. 

غوارړو، چې د انتګرال کلیمې ته وده ورکړو. د سطحې کچونې يا اندازه  کې په دې برخه 

کوونې څخه کړی شو د انتګرال شمېرنې ته راشو،  له دې امله   انتګرالنیول د مشتق په 

 يا عملیه ده.څټ يا برعکس کارونه 

لرو. غواړو ددې تابع د    y = f(x)يو تابع 

محور باندې پرتو  – xګراف او د 

ترمنځ هواره    او ټکو

 (f(x)>0 )رو داسې چې ی)سطحه( وشم

 (     ۱.  ۱ره یوي. ) څ

 

 

 

 

1F

)x(fy 

bx n ax 0  1x 11x  11 x

y

x
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 انتیګرالشمیرنه                            ۲۱۲           
---------------------------------------------------------------------------------- 

  )نه اړيېن( برابرو برخو  انتروالونو nاينتروال په  [a,b]ددې دندې  د حل لپاره د 

1[ , ]i ix x
            ټوټه کوو.  

iii

nii

xxx

bxxxxxa









1

110 ......
 

]1په اينتروال   , ]i ix x 1 کې  په خوښه[ , ]l i ix x    .ټاکو 

,1د   , ( )i ix x x x y f x       تر منځ  سطحه )هواره( دا  لاندې  د مستطیل سطحه

 )و لاړکونجیزه هواره( ده:

    ( ) ( ). ;.............................(4,1)i l iF x f x   

د ټولو پورته مستطیل ډوله کوچنیو سطحو د جمعې )زياتون(  له لارې غوښتونكې، نزدې 

 لاس ته راځي: ټوله سطحه 

    
1

( ) ;...............................(4,2)
n

n i i

i

F F f x


     

  يعني ويش نرى شي   [ a , b]  چى د اينتروال دا نزديوالى تر هغي ښه كیږي  څومره

max 0x  n ( ،هرڅومره چى د زياتیدونكو شمیر       .شي )  

څنګه  [a , b ]اړه نه چى اينتروال  ري، په دېول F تل همغه پوله ارزښت(   ۳.  ١كه ) 

]1او ويشل شوى  , ]i i ix x    څنګه ټاكل شوي، نو  f ( x) په اينتروال [a,b]  كى

 y = f ( x)  اينتیګرالوړ دۍ. دا د بیلګي په توګه د ټولو ټوټه،  متمادی او محدودو  توابعو 

  .حالت دۍ

  میټلیکه :  ۱.  ١) تعريف(  پېژند    

  
1

lim ( ) ( ) ;(max 0),........(4,3)

bn

i i
x

i a

f x f x dx F x
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يا د ريمن  ټاكلى اينتیګرال بولو، f ( x)  كى موجود وي، نو دا  د [ a , b] په اينتروال

د ايتیګرال  b پوله او)دونکې لاندې)کښتهید اينتیګرال ک a . دلته F- Riemann سطحه

                 او نتروالدونکې ايید ايتیګرال ک [a,b]دونکې پورته پوله بلل كیږي او یک

() Integrand)  f ( x او یاينتیګرال )دونکىx   ( د اينتیګرال کېدونکې متحول

Integrationsvariable  ) بلل كیږي 

   

د ايتیګريشن واريابله يا اووښتونى  كیدى شي په خپله خوښه په نخښه  شي) :  ۱يادونه 

 مخښه يا علامه يى په خوښه وټاكل شي (. 

  لرو: موږ 

b

a

b

a

b

a

duufdttfdxxf )()()( 

 f ( x ) چى كیدى شي هغه حالت ته پراخه شي، چیرته ۱.  ١دا پورته تعريف :  ۳يادونه 

محور تر لاندې - x وي نو دا ټاكلى اينتیګرال  بیا د  f ( x ) < 0 كه  .باوري نه وي 0  <

  .منفي هواره لري

 ۳.  ١لكه په (ش  -كږه  x ) y = f ( كه د

 د  روال كىداينتیګرآلونې  په اينت -كى ( 

x  - فرمول  محور پرې كړي نو دا مخامخ

د لاندې سطې سره  باور لري : 

1 2 3 4...F F F F F    

 

 

 

 

  

 پسې تړلې دا لاندې جمله لرو: ۱.  ١د تعريف  

]کې اينتیګرالوړ وي او   [a , b]  په f ( x ) : که ۱. ١جمله , ]c a b  ،نو باور  وي

 لري:

                    ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx    

1F

3F

2F 4F

xa
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  له اينتروالc ارزښتونو ته پراخه كړى شو، بايد c لپاره چى دا پورته مساوات د ددې

[a,b] پروت، يعنې ټكي د باندې نه وي a,b او c  يد پراته وي، په په يوه اينتروال كى با

 اينتیګرالوړ دى. f ( x هغه كى چى تابع )

 

  ژند( لرو :یموږ دا لاندې تعريف)پ

اينتیګرالوړ دى، نو باور  کې [a, b]  په يوه بند انتروال f ( x)   : ۳.  ١ژند يا تعريف یپ

لري:

 
 

a

b

b

a

dx)x(fdx)x(f 

له مخى تل باور لري:      ۱.  ١ژند تعريف ید پ 

a

a

0dx)x(f 

 نه:تمرينو

محور ترمنځ د سطحې مثبته او منفي لور  xلاندې توابعو گراف و کاږئ او د گراف او  د

 په نخښه کړئ.  

 ،     4x³ + 5x² + x + 6الف : 

 ،   x²-4x-+16ب:     

4  پ:  5 ² 2 7x x x   

 

 يا لومړنۍ تابع -بنسټیز

 

                   F' ( x ) = f ( x ) 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

 ۲۱۵                           بنسټیز يا لومړنۍ تابع                                       
---------------------------------------------------------------------------------- 

 فعالیت

 څنگه ولیکلاي شو؟  F ( x )په پورته مساوات کې به   -

- F ( x )  نسبت و f ( x )   ،ته څه بلل کیږي او په څټf ( x )   دF ( x )  څه بلل

 کئږي؟

 په پورته دواړو پوښتنو کې فکر وکړي، چې پايلې يې دا لاندې دي:

ددې لپاره چى د مشتقنیولو او اينتیګرال نیولو ترمنځ اړيكى لاس ته راوړو، د لومړنۍ  

 تابع كلمه په لاندې توگه تعريفوو: 

 :)تعريف( ژندیپ

تعريف وي. هر يوه هلته موجوده  كى I دې په يوه واز اينتروال y = f ( x) تابع 

،  -بنسټیز f ( x ) د شرايط پوره كړي، F' ( x ) = f ( x )چى  تابع   F ( x)مشتقوړ 

 يا لومړنی تابع  بلل كیږي –ساده 

 

 F ( x ) لپاره نه يواځي يو بنسټیز تابع  تابع   f ( x) په ساده توګه لیدل كیږي چى د يوې

)(,)(1,)(2موجود دۍ، د بیلګي  په توګه 2

2

2

1

2

0  xxFxxFxxF  تابع، بلکي په

 عمومي ډول

F ( x ) = x² + C  چې دا ټول مساوي مشتقونه ،  f ( x ) = 2x  لري.  

لومړنۍتابع  پیدا كوي،   f ( x) د پورته ښوونو پايله، چى څنګه سړى  د يوه متمادي  تابع 

 ډول ده:  په لاندې

 جمله:

y = f ( x )    په اينتروال دې I  كى متمادي تابع وي، نو دa  I پاره ل 


x

a

a dttfxF c ، يوه لومړنۍتابع ده، دټولو f ( x )د )()( I  لپاره .  
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 بنسټیز يا لومړنۍ تابع                     ۲۱۶          
---------------------------------------------------------------------------------- 

 بڼه لري:  هره بله لومړنۍ) بنسټیزه(  تابع لاندې f ( x)  د 

   ( ) ( ) ,aF x F x C C R   

 Fa  ښايو چى د        بنسټیز تابع ده. ددې د ښوولو لپاره f ( x)  د  Fa ( x  )ځواب : ښايو چى

( x) شرايط باور لري. د لپاره  د پورته پېژند  Fa ( x) د مشتق x  I x  a او  لپاره  

 ډول ده.   په لاندې

 

'

0

0

0

0

( ) ( )
( ) lim

1
lim ( ) ( )

1
lim ( )

1
lim ( ), ,

a a
a

h

x h x

h
a a

x h

h
a

h

F x h F x
F x

h

f t dt f t dt
h

f t dt
h

h f x x h
h

 













 


 
   

 

 

    

 



    

 شته دى( د لیمیټ منځ ارزښت جملې له مخې داسې يوه 

))()()د متماديت له امله   xff                   = f(x)     
 

 سطحه او لومړنۍ تابع:

 

 سطحې تابع ته ترمخ راوړنه:  

xaxfد تابع 1)(   ګراف په کارتېزي

وضعیه سیستم ) پروت ولاړسیستم(  په 

 سرچینه کې يوه کرښه انځوروي.

 xيو تابع غواړو پیدا کړو، چې د ګراف او  

په واکوالي يا تابعیت  0xمحور ترمنځ، د  -

 ګوته کوي.کې سطحه په 

دا چې دا جوړه شوې سطحه يو مثلث دى، نو 

حل يې د مثلث د سطحې فرمول په مرسته 
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2

hg
A


  :ساده پیدا کیږي 

 زموږ د مسألې لپاره متحوله داسې تغیروو:

01000 )(;;)( xaxfhxgxFA  

         
2

)(
)( 00

0

xfx
xF


 

)(010د    xaxf   سره په لاندې ډول

 دى:

2

0
1010

0
22

)( x
axax

xF 


 

 

)(تابع  0xF  د ګراف او دx -  0محور ترمنځ سطحه دx تشريح   په واکوالي)تابعیت( کې

  بولو. سطحې تابع کوي يا ښايي.  موږ دا تابع د

 

 د سطحې پرابلم:
 

هره له کږوکرښو رابنده سطحه په پای 

ډېرو پلونو)قدمونو(، چې په هغې کې فقط 

 يوه يوه کږه کرښه رامنځ ته کیږي.

  نورې ټولې رابندونې سیده کرښیزې دي. 
لګې په توګه یهره يوه د سطحې برخه) د ب

( کېدی شي د وضعیه قیمتونو   A2دلته  

سیستم کې د يوې سطحۍ په څېر انځور 

شي، چې د کږې کرښې او پروت محور 

  ترمنځ پرته وي.
 f(x)که له کږوکرښو رابند ګراف د

نځ ته وي، نو پوښتنه راممتمادي تابع 

کیږي، چې ايا يو تابع شته چې د 

په  0xافقي)پروت( محورارزښت

)0سطحه )F x  تنظیم کړي، لکه  په

  پیلبېلګه کې؟

شتون ولري، او سطحه  Fکه داسې يو تابع

0( )F x 0چې دx  افقي محورارزښت

تنظیم وي، نو بايد د افقي) پروت( محور 

)(ارزښت  0 xx  په سطحه

 باندې تنظیم کړای شي.
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 بنسټیز يا لومړنۍ تابع                        ۲۱۱        
---------------------------------------------------------------------------------- 

 ) مستطیل( کې د سطحې رابندول:ولاړګوډيز په يوه 

 
د منحني لاندې په نخښه 

شوې سطحه د رښتونې 

 سطحې څخه څه لويه ده

 
 

 ريښتونې سطحه ده.

 
د منحني لاندې په نخښه شوې 

سطحه له ريښتونې سطحې څه 

 کوچنۍ ده.

 

که د سطحې پټي ) يا کوچنې مستطیلونه(هرڅومره کوچني شي، په همغه اندازه د اصلې 

 سطحي د مساحت  څخه يې توپیر کمیږي.

 دا اږودوالی د  رياضیاتو له مخې  په لاندې توګه فرمول بندي کېدی شي:
xxxfxF  )()( 00 )( 0 xxF  xxfxF  )()( 00 

 

 دا مو دې لاندې نابرابرونونويا نامساواتو ته راهڅوي

)(
)()(

)(

|:)()()()(

)(|)()()()()(

0
00

0

0000

000000

xxf
x

xFxxF
xf

xxxxfxFxxFxxf

xFxxxfxFxxFxxfxF











 

 لیمیټ يې نیسو: 

 

)()(')(

)()(')(

)(lim
)()(

lim)(lim

000

000

0
0

00

0
0

0

xfxFxf

xfxFxf

xxf
x

xfxxf
xf

xxx













 

')()(نو لرو:  00 xfxF  
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 ۲۱۱                                  عبنسټیز يا لومړنۍ تاب                                      
---------------------------------------------------------------------------------- 

)0 مشتق  د کږې کرښې د تابع ارزښت  F(x)دا په دې معنا، چې د سطحې   )f x    سره په

x0 .ځای کې برابر دۍ 

)(موږ لیکو: 
)(

)(' 0
0

0 xf
dx

xdF
xF       يا)(

)(
)(' xf

dx

xdF
xF  

تابع  f(x)پیداکړو چې مشتق يې د رابندې کږې  F(x)که موږ بريالي شو، داسې يو تابع 

 د سطحې تابع دی. F(x)وي، نو  

که موږ يو تابع د لومړني تابع څخه رابیل کړو، نو دا مشتق کول بولو. د يوې سطحې تابع 

 ګه ددې کړنلارې برعکس دۍ. سړی کړی شي فورمال ووايي:پیدا کول په روښانه تو

د يوې سطحې مساحت تابع، چې پیداکړو، دا معنا لري چې ورګډول يا انتېګرالول يې  

 شمېرو.

د يوه  ساده توان تابع په بېلګه د احساس له مخې يوه لار پیداکېدی شي، چې دا څنګه  

 ايتېګرالوي.

 

2133توانتابع :   33)(')( xxxfxxf   

 مشتق په دې معنا چې: اکسپوننت په يو کمیږي او پوتنڅتابع د زاړه پوتنڅ سره ضربیږي.

انتیګرالونه )زياتونه ياورګډونه( په دې معنا چې: اکسپوننت په يو جګیږي اوپوتنڅتابع په 

 نوي اګسپوننت  وېشل کیږي.

 دا  همدا اوس ازمايو:

3122تابع: توان

12

3
)(3)( xxxFxxf 


   

 F(x)له   f(x)بنسټتابع )لومړنۍ تابع يا ساده تابع( بلل کیږي، ځکه چې   f(x) د F(x)تابع 

 څخه لاس ته ارځي يا را پیداکیږي يا راځیږي.

 

 تمرينونه:   

 ده. وې  تابع لومړنۍ تابع  fابع د وت Gاو د  Fو ښايئ، چې د  –

xxGxxFd

x

x
xG

x

x
xFc

xxxGxxFb

xxxGxxxFa

sin)(,sin1)()

2

53
)(,

2

1
)()

46)(,)3()()

1)(,4)()

22

33
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 نتیګرالناټاکلی ا                     ۲۸۱          
---------------------------------------------------------------------------------- 

 

 

 ناټاکلى انتیگرال      

 

            ( )f x d x 

 

 فعالیتونه:

 په څه مفهوم دى   ره  کې یپه پورته څ  --

څه بللى وو او اوس  به f(x)د    F(x)ر ه برخه کې مو یپه ت  -- xdxfxF د  )()(

 ر ولري؟یلومړنئ تابع   سره  څه توپ

 

 و به ګورو، چې نا ټاکلى انتیگرال د لومړنۍ تابع لپاره بل نوم دى.
  

 وپېژنو،  نو د يوې ثابتې F(x)لومړنۍ تابع، يعنې  F(x)تابع    f(x)که ديوې ورکړ شوې

c  ه  د د ور جمع کولوسرf(x)   د ټولو لومړنیو  توابعو سټG    (لاسته راوړوc  په

 خوښه يو حقیقي عدد دۍ(.

 لومړنۍ تابع ټاکنه يا اينتګرلونه هم بولو او ددې له پاره لیکو: F(x)تابع د  f(x)موږ د  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
dF

f x dF x f x dx F x dF x f x dx
dx

       

نو لرو :  xdxfxF )()( 

 ا  ژوند ته رابولو.دا تراوسه فورمال لیکندود وو. اوس د

 موږ لومړنۍ توابع پلټو
 

 لګه:یب

 دی.  f(x) = 2xدې پیدا شي، چې مشتق يې    F(x)لومړنی تابع

dxxdxxfxFقاعده داسې ده    2)()( 

)(2 موږ ازمايو:  xxF  (2)(ځکه چې(' xfxxF  
     2)( 2  xxF(2)(ځکه چې(' xfxxF  :په ټولیزه توګه باور لري .

CxxF  ')(2)(ځکه چې په هرحالت کې لرو:  )(2 xfxxF    
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 ۲۸۸                               ناټاکلی انتیګرال                                             
---------------------------------------------------------------------------------- 

دواړه توابع  په ثابت غړي کې يو له بل توپیر لري. دوی همغه مشتق لري، ځکه چي د 

 مشتق سره هغه ثابت عدد له منځه ځي. له دې امله بايد دې خپلې لار ته تغیر ورکړو.

قاعده)لار(: باور لري:   CxFxdxf )()( 

لومړنی   لپاره نه يواځې يو f(x)لګه ښايي، چې د تابع یب: د لومړنیو توابعو سټ) ډېرۍ(

تابع  بلکې ناپای ډېر توابع شته، چې يواځې ثابت عدد کې يو له بل سره توپېر لري، چې دا 

 د لومړنییو توابعو سټ بولو. f(x)د 
 

 وي. f(x) = 3x² + 2دې پیدا شي، چې د هغه مشتق    F(x)يو لومړنۍتابع   : لګهیب

CxxxF  2)( ')(23)(، ځکه چې  3 2 xfxxF  

د ټولو لومړنیو توابعو ډېرۍ  دې د منحنیو ډلې په څېر انځور شي، چې فقط ثابتو عددونو 

 کې يو له بل توپېر لري.

 ددې لپاره دې  د گرافونو لاندې دوه بېلګې وکتل شي.

CxxF  2)( 

 

CxxxF  2)( 3 

 
 

 نه: تمرينو

د لاندې توابعو  له پاره لومړني توابع  پیدا کړئ او لاس ته راوړنې يې د مشتق له لارې و 

 ازمايئ.

Cxxfnxxfm

Nnxxflxxxfkxxfj

xfixxfhxxfg

xxffxxfexxfd

xxfcxxfbxxfa

n











32

2

33

2

22

3

1
)())()

;)()3)()1)()

2)()4)())()

4

1
)()

2

1
)()2)()

)()2)())()
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 د ټاکلی انتیګرال.........                     ۲۸۲          
---------------------------------------------------------------------------------- 

 رنهید ټاکلي انتیگرال شم

ټاکلى انتیگرال همغه د ريمن انتیگرال دى، 

محور ترمنځ  xچې يوه  د تابع د گراف او  

 ري.یسطحه شم

 

  

 ټاکلى انتیگرال:

)يو حقیقي تابع وي، نو د ټاکل انتیگرال   fکه  )

b

a

f x dx  لوستل: د (f(x)   انتیگرال د

 aباندې له     f(x)حدونو ترمنځ يا انتیگرال په  b او aپا د   bتر پولې)حد(   aپولې)حد(  

 تر  منځ.    bاو  aگراف لاندې د  f( لاندې يوه لوريزه سطحه پوهیږو د  bتر 

 فعالیت: 

 څه نومیږي؟   f(x)اول:  ووايئ چې په پورته انتیگرال کې  

G    دې  په بند انتروالb <x  <a     کې دg(x)  لومړنى انتیگرال وي، د


x

a

dttfxg  نو  سره، )()(

)()(    باور لري: bGdttf

t

a
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 ۲۸۳                                       د ټاکلی انتیګرال.........                               
---------------------------------------------------------------------------------- 

 G(x) = F(x)وپیر شته، نو   ت  C تر منځ يو ثابت Gاو  Fدا چې د دوه لومړنیو توابعو  

+ C  د     .باور لريx=b      :لپاره لاسته راوړوG(b) = F(b) + C  

)دا  چې   ) ( ) 0

a

a

G x f t dt   دى او G(a)=F(a)+ C  دى، نوC = -F(a)  .ده 

)()()(همداسې  G(b) = F(b) – F(a)دا په دې معنا، چې       aFbFdttf

b

a

 . 

)()()(د  متحولې د  نوم بدلون څخه  وروسته   لاس ته راوړو aFbFdxxf

b

a

      

 دې سره مو د مشتق او انتیگرال جمله لاس ته راوړهله  

 او انتیگرالشمېرنې بنسټیزه جمله بلل کیږي:  -يا دا وينا د مشتق 

 

 تعريف: 

 f    په انتروالb <x  <a    کې  متمادي تابع ده اوF   دf  لومړنۍ تابع ده، نو ټاکلى

انتیگرال دى :              

b

a

b

a aFbFxFdxxf ).()()([)( 

ت لپاره زيات وخ   F(b) – F(a)د  b
a

xF  په دې توگه دى. لیکو  )(

 b
a

b

a

xFdxxf )()(  

له دې سره مو د ټاکي انتیگرال شمېرنه په لومړني انتیگرال بېرته واړوله او د  مشتق او 

 انتیگرال تر منځ مو اړيکې رامح ته کې.
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 د ټاکلی انتیګرال.........                      ۲۸۱         
---------------------------------------------------------------------------------- 

 لگې:یب
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dxxdxxc

x

x
dxxdx

x
b

x

x
dxxa

 

 د ټاکلو انتیگرالونو لپاره لاندې جملې رښتیا دي:








b

a

b

a

b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf

dxxfkdxxfk

)()()()([

)()(

 

 :تکمیلیدونکي بنسټونه

له منځه ځي. له دې امله کولي شو د c له امله  د انتگرالونې ثابته   F(b) – F(a)د    

 ولیکو.  c=0    انتیگرال ثابتي ټاکلو لپاره

 لگه : یب

د ټاکلي انتیگرال  
3

1

2dxx .د توان قانون له مخې لومړنۍ تابع  ارزښت و ټاکۍ

Cيعنې
x

xF 
3

)(
3

 پیدا کړۍ    
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 ۲۸۵                                  د ټاکلی انتیګرال.........                                    
---------------------------------------------------------------------------------- 

 ښوونه: موږ  په دا لاندې ډول ښايو:  
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 اساسات تکمیل کننده:

انتگرال گرفتن از بین میرود. ازین بابت میتوانیم  براي  Cثابت   F(b) – F(a)از د لیل  

 .C =0 ل بنویسیم تعین ثابت انتیگرا

 

 مثال :  

قیمت انتیگرال معین 
0,5

cos xdx









 .را تعیین نمایید 

 ثبوت:  ما قرار زیل ثبوت میکنیم: 

     101)sin(
2

sinsincos
5.0

5.0

 





 








xdxx 

يادونه : دا چې په دې برخه کې يواځې د ټاکلي انتیگرال ارزښت غوښتل شوي دى او نه  د 

 ايد نه دۍ چې صفرځايونه په پام کې ونیول شي.يوې  منحني لاندې سطحه، نو ب

 عوره يادونه: دادې په ياد وي، چې ناټاکلى انتیگرال تابع ده او ټاکلى انتیگرال يو عدد.

 

 تمرينونه:

 رئید لاندې ټاکلو انتیگرالونو ارزښتونه وشم
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 د ټاکلی انتیګرال څخه نا.........                     ۲۸۶          
---------------------------------------------------------------------------------- 
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 د ناټکلي انتیګرال څخه و ټاکلي انتیګرال ته

 ترمخ راوړنه يا وړاندراوړنه

منځ ته راوړی شو، نو   F(x)ته لومړنۍ تابع   f(x)موږ ولیدل، چې څنګه يو تابع  

ي توابع شته دۍ، چې فقط د يوې ورجمع کوونکې ثابتې کې يو له بل ناپای ډېر لومړن

 توپیر لري.

 

 فعالیت :

)د    -- )f x dx    او( )

b

a

f x dx تر منځ توپېر باندې فکر وکړئ؟ 

)د    -- )f x dx  او( )

b

a

f x dx  پايله څه ده ؟ 

 لگې په بنسټ روښانه کړئ.یر يې د يوې بیدا توپ   -
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 ۲۸۱                            د ټاکلی انتیګرال.........                                         
---------------------------------------------------------------------------------- 

 بیلګه:

)(23لرو: تابع  2  xxf   او  د دې د لومړنیو توابعو سټCxxxf  2)( 3 

 

ته  ،،ناټاکلی انتیګرال ،، بلل  f(x)ژند : د ټولو لومړنیو توابعو  سټ  و يوې تابع   یپ

کیږي او ددې له پاره لیکو:   CxFdxxf )()( 

 

جملې له لارې لاس ته او انتیګرالشمېرنې  ترمنځ اړيکې کېدی شي د لاندې  -د مشتق

 راشي.

 جمله)قضیه( : د ناټاکلی انتیګرالشمېرنه  د مشتقشمېرنې برعکس انځوروي 

 
  )(')(

)(
xfCxF

dx

Cxfd



 

 

تر منځ سطحه دې و ټاکل شي. زموږ په دې    [ a ; b ]تابع د گراف لاندې او د انتروال د 

 پرابلم موږ تر اوسه لاس ته راوړې  زده کړې  کاروو.

 

 ې سطحې تابع  شتون  مو فکر دې لاندې  پوهنې  )زده کړې(  ته لارښوده وي:د يو

 ځاى پورې     x0تابع گراف لاندې ده  تر f(x) د يوې سطحې، چې  د يوې په پام کې نیولې 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 
 

 د ټاکلی انتیګرال څخه نا.........                       ۲۸۱        
----------------------------------------------------------------------------------  

تابع  د تابع ارزښت سره  د   fځاي د   x0تابع مشتق د  F(x) تابع، چې د  F'(x)او يوې 

x0 په ځاي کې برابر وي، ترمنځ  اړيکې شته دى، يعنې  

  

 
 

 

 حدونو ترمنځ  سطحې [a,b]د انتروال   

  پیداکول د تابع د گراف سطحو د کمښت 

 او سطحې په b  (A(b))څخه په ځاي  

   a   (A(a))     ځاي کې .، يعنې 

 A= A(b) – A(a)په همدې توگه 

 F= F(b) – F(a) .لاس ته راځي 

 
 

 کې د تابعگراف لاندې سطحه د لومړنیو توابعو تفريق دى:   [a,b]په انتروال  



b

a

dxxFaFbFA )(:)()( 

 ل کیږي.دا انتیګرال ټاکلى انتیګرال هم بل

 

 جمله : 

دا تر اوسه لاس ته راوړو معلوماتو په بنسټ کړى شو، چې په پیل بېلگه کې  راوړې د 

 چمن سطحه وشمېرو.

ثابته له تفريق سره لرې کیږي.  په عمل کې د دې  مسآلې  د حل لپاره يوه بله لار گتوره 

 راوستلې يا گټوره ښوولې:
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 ۲۸۱                               لی انتیګرال څخه نا.........د ټاک                               
---------------------------------------------------------------------------------- 
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 تمرينونه:   لاندې ټاکلي انتیگرالونه وشمېدى.
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 د انتیګرالونې قاعدۍ

اينتیګريشن قاعدوكي د اينتیګريشن ثابته   : په لاندې  تیګرالونې قاعدېد ناټاكلي ايتیګرال ان

پورې مساوات دى ،  C دلته مساوات تر يوې ورجمع شوې ثابتې  باندې  صرف نظر كیږي

په دې معنا چې دمساواتو تر منځ يواځې يوه ثابته كیدى شي زياته يا كمه وي. دا قاعده 

وولې جملى سره سم  ټاكلي ايتیګرال ته نقل شي كیدى شي چى  په ټاکلې انتیگرال کې ښ

رو  درسونو سره سم د یيعني په ټاكلي ايتیګرال استعمال شي . دا قاعدې كیدى شي چى د ت

  .دواړو خواو د مشتق نیولو سره وښول شي
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 ا.........ونېانتیګرال د                     ۲۲۱           
---------------------------------------------------------------------------------- 

 :  جمله

په يوه اينتروال كى  متمادي وي ، نو لاندې  f ( x ) كه تابع :ثابتي سره ضرب  د يوې

 باور لري:

( ) ( ) ,a f x dx a f x dx a R    

  د  جمعې ) تفريق( قاعده كه:   جمله   1f  x  او  2f  x په يوه ايتروال كى نه  

 پرېكېدونكي وي ، نو باور لري

1 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )f x f x dx f x dx f x dx                  

 

 : یلگېب

لاندې ايتیګرالونه كیدى شي چى د  مخ ته تېرو جملو  په استعمالیدو او ساده څیره بدلون 

 بیرته په بنسټیزو اينتیګرالونو بدلكړاى شي
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 توابعو انتیگرال ونیسئ: لاندېتمرينونه: د   
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 ۲۲۸                                 .........د اکسپوننشل توابعو                                    

---------------------------------------------------------------------------------- 

 د اکسپوننشل توابعو انتیګرالونه

 بنسټ :

xexfد طبیعي اکسپوننشل تابع   )(    :لپاره لرو 

CedxeaIRaاکسپوننشل تابع د ټولیز  xx  
 لپاره  لرو:   ),1(

C
a

a
dxa

x
x  ln

 

دا ناټاکلی اکسپوننشل تابع لګه   :یب
 dxx  غواړو پیداکړو   32

xبڼه بدون:د توان قانون سره سم لرو         
x

x 2
8

1

2

2
2

3

3  

د فاکتورونې قانون سره سم لرو:    dxdx xx 2
8

1
2

8

1
 

cccdxانتیګرال يې ونیسئ: 
xxx

x 





 2ln
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2ln
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1 3

 

 تمرينونه:

 رئیلاندې انتیگرالونه وشم
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 .........د لوګاريتمي                                  ۳۳۳       

---------------------------------------------------------------------------------- 

 

 د لوګاريتمي توابعو انتیګرالونه

 

)(ln)(بنسټ: د طبیعي لوګاريتم تابع   IRxxxf  لپاره  cxxxxdx lnln  

 دۍ .

)د ټولیز لوګاريتم  تابع ) log , , 1)af x x a IR a   

لپاره
ln

log
ln

a

x x x
xdx c

a

 
  .دۍ 

 

 لګه :  یب

ناټکلی انتیګرال  xdx3ln :غواړو پیدا کړو 

 بڼه بدلون او د فاکتور قاعدې استعمال:

cxxxdx

cxxxxxdxxdxdxxxdx








)1ln3(ln3ln

ln3lnln3ln)ln3(ln3ln
 

 تمرينونه:
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 دا لاندې ناټاکلي انتېګرالونه پیداکړۍ





dx
x

ddx
x

c

dxxbdxxa

1
log3)

2
log)

ln)2ln) 3

 

          ۳۳۷                              بنسټیز  اينتیګرالونه                                         

------------------------------------------------------------------------------------ 

 

 په يوه جدول کې بنسټیز  اينتیګرالونه

 

كو په بنسټ كیدى شي چى د بنسټیزو اينتیګرالونو يو د اينتیګرالولو  او مشتق نیول د اړي 

جدول كى راوړل شوو بنسټیزو توابعوبرعكس څرګنديږي. مشتق جدول ترتیب شي. دا په 

  

 نیونه يا فرضیه  dx)x(f)x(f   )x(f  Nr.  

 1\Zn  
Cx

1n

1 1n 


 
nx 1 

0x  Cxln  
x

1
 2 

  0x,1\Ra  
Cx

1a

1 1a 


 
ax 3 

1a,0a  
Ca

aln

1 x  
xa 4 

 Cex  xe 5 

 Cxcos  xsin 6 
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 Cxsin  xcos 7 

Zn,nx  Cxcot  
xsin

1
2

 8 

 

                                 بنسټیز  اينتیګرالونه                                  ۳۳۴       
---------------------------------------------------------------------------------------------- 

 :  ېبیلګ

ساده ډول په بنسټیز توابعو  ايتیګرالونه په لاندې رو جملو څخه په ګټه لاندېید جدول او  ت

 . دلى شيبدلی                                             

5 4

5

1
1 12
2 2

1
1 3 1 1 33

3 2 2 3 2 2

1 1
) ,...............................1,

4

) 2 2 ( 0), .................3,

2
) ( 0), ...........3,

3

sin2
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2sin

a dx x dx x C
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x x
b dx dx x dx x C x C x

x x

c x x dx x x dx x dx x dx x C x

x
d
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 Substitutionlaw بدلون قانون  د

 

 د ناټاکلې انتیګرال حل د بدلون له لارې)ننوتنه راځي(
2( ) ( 4 5)nf x dx x x dx    

          ۳۳۵                                     د بدلون قانون                                                

----------------------------------------------------------------------------------- 

 فعالیت:

د   -
2( )x x dx  انتیگرال ونیسى 

د  -
2 3( 5 )x x dx کې فکر وکړئ او که وتونېدى انتیگرال يې ونیسى. انتیگرال نیولو 

 

تراوسه پورې مو فقط انتیګرالونه او جملې حل کړې، چې  د  لومړنیو توابعو په انتیګرال 

اړول کېدل. له دې لاس ته راغلو لومړنیو انتېګرالونو د نورو انتېګرالولو حل جملې لاس 

ساده نه دى، لکه چې په لاندې کې به  ته راځي. د لومړنۍ انتېګرالونې سیده   استعمال تل

 ولیدل شي.

 

 : جمله 

يوه ارزښت په ځاي د    لاتین :د Substitutionد ،،بدلون ) قاعده (،،  ) 

 u = g ( x)  لنډ: بدلون (   د فرضیو لاندې چى )همغه ارزښت بله لويه ايښوول 

متمادي، نو باور لري:     y = f ( u)  متمادي او مشتقوړدۍ او

   duuffdxxgxgf   )()(')( 

 

 رو درسونو په بنسټ په لاندې ډول دى:یحل :  د ښي اړخ مشتق  د ت 

           ,)()()()()(   xgxgfuuf
dx

du
duuf

du

d
duuf

dx

d
 

دو  لپاره مساعده ده، په یدا د كیڼ اړخ د مشتق سره سر خوري.  قاعده  د  ضرب  انتیګرال   

ضريب( يى د        (ا بل فاكتوروي او د f [ g ( x ) ]  كوم كى چى يو فاكتور زنځیري  تابع

وي. سړى د دننه تابع لپاره په دې توگه متحولې بدلوي يا     g ' ( x )    دننه تابع مشتق
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په   جوړوي مشتق    u = g ( x) ک:                        ځاي په ځاي كوي

   du = g ' ( x ) dx ډول همدې

                                               د بدلون قانون                                      ۳۳۸          

----------------------------------------------------------------------------------- 

 دو وروسته  بدلون  بیرته راګرځول كیږي.ید بريالي انتیګرال

  a : بیلګه

لرو :   dxxI )12cos(2  رئ.یاتنیگرال وشمې . د دې  

   

u1x2 بدلون يا په ځاى كونه:    

dxduمشتق   /2     همداسىdudx2   

  CxCuduuI )12sin(sincos 

  I = 3 cos(2x + 1)dx  لرو    b :بیلګه

   dx = (1/2) du     همداسى du / dx =2   مشتق    , 2x = u-1بدلوو :

   CxduuduuI )12sin(
2

3
cos

2

3

2

1
cos3 

سره تل اينتیګرال كیدى  د بدلونو قاعدې تابع د لايني دننه تابع سره   ومولیدل چى ځنځیري

رې جملى  سره سم د یشي، ځكه چى د لايني تابع مشتق ثابت ده  او ثابت فاكتور د  ت

  .) موخه كیڼ لور ده( لیكل كیږي    اينتیګرال تر مخ

 بیلګه: 

dxxI   لرو 53   

u5x3بدلون:      
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dudxdxduرا بیلیدنه:   3/1/3  

 

       ۳۳۳                                        د بدلون قانون                                                

----------------------------------------------------------------------------------- 
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CxCu
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 توابع، چې بې د بدلون له لارې حل کیږي لکه لاندې بلګه:

)لګه:  عواړو د یب ) xf x e ول پیدا کولي شو، يعنې مشتق بیدا کړو. دا مشتق په ساده ډ

 لرو:

( ) ( ) ( )x x xf x e F x f x dx e dx e C       

')()(ګورو، چې  xfexF x   .دى 

 

xexfکه  ولرو:    2)( :او د پورته په څېر لاړ شو، نو لاس ته به ترې راشي 
2 2 2( ) ( ) ( )x x xf x e F x f x dx e dx e C       

)(2)(' 2 xfexF x   دى، کهCexF x   وي  )(2

 داسې حالتونو کې د بدلون قاعده مرسته کوي:په   
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 لګه: یب

xexfد  2)(  تابع انتیګرال ونیسۍ 

 

                                               د بدلون قانون                                       ۳۳۶         

----------------------------------------------------------------------------------- 

 
2 2( ) ( ) ( ) ?x xf x e F x f x dx e dx      

uxxuبدلون :   2)( 

جوړ کړئ: 
2

2)('
du

dx
dx

du
xu  

Cedue
du

edxxf uuu   2

1

2

1

2
)( 

CeCeد بدلون برعکس:         xu  2

2

1

2

1
 

CedxedxxxFنو لرو:   xx 
22

2

1
)()( 

 ازمايښت:  

 

 لګه :یب

اور لري.وښايۍ چې ب  
 

2 2( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)f x x F x f x dx x dx      . 

uxxuبدلون   1)( 

 جوړ کړۍ

   



C
u

duu
du

udxxf

du
dx

dx

du
xu

31
)(

1
1)('

3
22

 

Cرته بدلون: یب
x

C
u





3

)1(

3

33

 

 نو:  


 C
x

dxxdxx
3

)1(
)1()(

2
2 
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3و ښايي چې باور لري:  3( ) (3 6) ( ) ( ) (3 6)f x x F x f x dx x dx       

uxxu بدلون:  63)(   

 جوړوو:
3

3)('
du

dx
dx

du
xu    

    C
u

duu
du

udxxf
123

1

3
)(

4
33 

Cxبېرته بدلون: 
u

 4
4

)63(
12

  

 نو لرو:   Cxdxxdxx 43 )63(
12

1
)63()(   

 

)2تمرينونه:  د   ) ln( )f x x x  رئ.یتابع انتیگرال وشم 

 

 

 

 د ټاکلو انتیګرالونو حل د بدلون له لارې
8

2

3

( 4 5)nx x dx  

 

 فعالیت:

د   -
2( )

b

a

x x dx  انتیگرال ونیسى 

د  -
5

2 3

1

( 5 )x x dx .انتیگرال نیولو کې فکر وکړئ او که وتوانېدى انتیگرال يې ونیسى 

 

 ټاکلي انتیګرالونه هم د بدلون له لارې حل کیږي.

 

 لګه :یب

وښاياست:
 






1

1

22 )()( dxexFexf xx 

 د انتیګرال حل د بدلون له لارې:
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xxuون بدل – ۱ 2)(     

 په ځای کېږدۍ  dxد   – ۳

dudx
dx

du
xu

2

1
2)('  

 د پولو بدلون – ۷

)1(2لاندې پوله  - u   

  پورته پوله  -

 په انتیکرال کې ځا په ځای کړۍ - ۴

    627.3
2

1

2

1

2

1 22

2

2

2

2  



 eeedue uu 

 
 

 لګه : یب

 

dxxxxFxxxf  

2

1

22 )ln(2)()ln(2)( 

 د انتیګرال حل د بدلون له لارې

)(2بدلون  – ۱ xxu  

 په ځای کونه د   ځای په – ۳

du
x

dxx
dx

du
xu

2

1
2)('  

 د پولې بدلون – ۷

)1(1لاندې پوله   - u  

)2(4پورته پوله - u  

 په انتیګرال کې ځای په ځای کړۍ – ۴
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 رۍ يا حل کړۍیلاندې انتیګرالونه وشمتمرين:  
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۱ -          ۳ -   

۷ -      ۴ -     

۵ -           ۸ -       

۳ -          ۶ –     

۹ -         ۱۱ -        

 

 

 

 ټوټه انتیګرالونه 
 

                                          
2( ). ( ) .ln( )f x g x x x 

 

رنه کې د لومړنیو یهم بلل کیږي، په انتیګرالشم ټوټه انتیګرالونه، چې ضرب انتیګرالونه 

رنې د برعکسکونۍ په یدى شي د مشتقشمیرلو لپاره امکان دۍ.  دا کیتوابعو ټاکلو يا شم

 ر  وګڼل شي.یڅ

  

 لیت:فعا

 څه بايد وشي، چې دا پورته په ننوتنه کې تابع انتیگرال نیونه شونې شي؟ -

__ ايا دا پورته ننوتنه کې راغلې بوښتنه دا تر اوسه ورسره بلدې لارې يعنې د )بڼې( 

 بدلون له لارې حل دى؟
  fدونکي( توابعو ید ټوټه انتیګرالونې له پاره لاندې قانون کاروي، چې د متمادي ) نه پرېک

 له پاره باور لري.:    gاو
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                                               ټوټه انتیګرالونه                                       ۳۷۳         

----------------------------------------------------------------------------------- 

 مشتقکونۍ سره يو ساده تابع منح ته راځي.  f ، که ددا قانون ټیک هلته گټور دۍ  

 پیل

 د  ضرب قانون ) د ضرب مشتقنیونې( څخه لرو:

 

 

 له دې  څخه لاس ته راځي:

 

 

 په دې پسې د ټاکلي انتیګرال لپاره باور لري:

 

 يا همدغسې، لکه په زياتو رياضي کتابونو کې چې پیداکیږي.

 

دۍ، چۍ لومړۍ ځان په ناټاکلي انتیگرال محدود کړو، چې د دې مخ ته حدونو لپاره  گتور 

 دا نا اړينو حدونو څخه چې لید مو رابندوي،  ازاد يو. 

 

 لگه:یب

 رو.یلگې په توگه لاندۍ انتیگرال شمید ب

 

لټوو. نیسو چې    f(x)تابع  وړتقشاو همداسۍ يو ساده م   g'(x)تابع  ږړيو ساده انتیگرال

  ln(x)انتیگرالونه  نوې   ln(x)، ځکه چې  د   او    

 او   انتیگرالوو، نو لرو:  مشتق نیسو راکوي.  اوس  د   

 .او   

 له دې څخه اوس دالاندې فرمول لاس ته راځي:
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          ۳۷۷                                     ټوټه انتیګرالونه                                                

----------------------------------------------------------------------------------- 

 

 

 

 بديل لیکبڼه:

لومړني توابع وي ، او   Vاو  uدې  د   Vاو   Uپه خوښه  توابع وي. vاو  uاوس دۍ  

 .مشتقونه وي  vاو  uد ’vاو  ’uهمداسې دې   

u        ،تابع ده، چې د مشتق نیولو له پاره لومړيتوب لريv  تابع ده چې  د انتیگرالونې له

 پاره  لومړيتوپ لري. نو باورلري:

 

 

 د ټوټه انتیگرالونې  لار) طريقه(

 ه پاره مختلف معیاري چلول شته.د ټوټه انتیګرالونې گټور استعمال ل

 

 لگه :یب

دى شي گټور وي، جى  د مساوات ښۍ لور ته  ټوته انتیگرال د څو واره یکله کله  کې

رته راوگرځي،  چې د په ورته بڼه د  اصلي يا پخواني کیڼ لور یانتیگرالونې  وروسته ب

 انتیگرال سره يوځاى کولى شي. 

 

 ، نو ترې لرو:  g'(x) = sin(x)او   f(x) = cos(x)ږدو یکه ک

 او

 او لاس ته ترې راځي
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                                               ټوټه انتیګرالونه                                        ۳۷۴        

----------------------------------------------------------------------------------- 

 و لورو ته وتون انتیگرال ورزيات کړو، نو راکوي:که دواړ

 

 ووېشل شي،  نو بالاخره لاس ته ترې راځي:  2واړه لورې په دکه 

   21
sin( ).cos( ) cos ( )

2
x x dx x C   

 

 : ۲لگه یب

له پاره يو ترم    g'(x)د ځنو انتیگرالونو سره داسې لاس ته راوړنه لرو، چې: که د 

لگې په توګه اکسپوننشل یبوټاکو چې په انتیگرالونې کۍ هیڅ يا کو تغیر خوري، لکه د 

 دۍ شي دا بل ترم ،،له منځه يووړل شي،،.یتابع او يا مثلثاتي توابع. نو ک

 

پاره، د انتیگرال لاندۍ ترم ، نو ترۍ لاس له   f(x) ږدو او دیک  g'(x) = exکه هر ځل  

 ته راځي:

 

 

 : ۳لگه یب

بع بې له جدول ارزښت که تر انتیگرال لاندې  فقط يو ترم ولرو، چې د هغه لومړنۍ تا

څخه پاي ته نه رسیږي)نه پايول کیږي()نه ختمیږي( کېدى شي کله کله د ورزياتونې له 

 ټوټه انتیگرال شي.  "1"لارې)ناڅرگند شته( ضريب 
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 کیږدو، نو لاس ته ترې راوړى شو او   که  

. 

 

 جمله : 

 موږ د دې  لاندې  انتیګرال نیسو:

       
 du = dxلرو :  ، نو  u = xږدو   
 لرو    v = sin(x)، نو      dv = cos(x) dx   ږدو  

 په لاندې توګه مخ ته څو:

 
 

C  د انتیګرالونې  يوه په خوښه ثابته ده 

  د ټوټه انتیګرالونې  د استعمال سره د انتیګرالونو  لکه    

 حل شي:  رمدې لاهده شي په یک او

 :لګه دا لاندې ده یيوه په زړه پورې ې

 

 که په پوره  سختوالي ونیسو، نو په ورسره بلده لار  اړين نه دۍ، چې دا دې حل ولري.
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                                               ټوټه انتیګرالونه                                        ۳۷۸        

----------------------------------------------------------------------------------- 

 لګه  د دوه واره ټوټه انتیګرالونې  استعمال  له لارې  حل کولی شو.  یدا ب

 du = −sin(x) dx داسې چې   u = cos(x)لومړی :    

dv = e
x
 dx          داسې جېv = e

x
 نو  لرو  :   

 

 

ې قاعده بیا استعمالوو اوس ، ددې له پاره چې پاتې انتیګرال حل شي، نو د ټوټه انتیګرالون

 ، د دې لاندې سره :

u = sin(x); du = cos(x) dx 

v = e
x
; dv = e

x
 dx 

 نو لرو : 

  

 که دا سره يوځای کړو، نو لاس ته زاڅي:

 

که فکر وکړو، نو پورته  مساوات  دواړو لورو ته  همغه انتیګرال لرو)بې له مخ نخښې(، 

 يوسو ، لاس ته ترې راڅي: نو  د ښي لور انتیګرال که کیڼ لور ته

 

 

C  د انتیګرالونې  يوه په خوښه ثابته ده 
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            ۳۷۳                                   ټوټه انتیګرالونه                                                

----------------------------------------------------------------------------------- 

 تمرينونه:  دا لاندې انتیگرالونه وشمرئ.

    اول:   I =  x cos x dx   2 : ،  دويم xI x e dx      

lnI   :دريم x dx  cosxI   : څلورم    ,     e x dx  

   

 راشنل کسرونو انتیګراليا ، -د  ټوټه 
  

د 

2

3 2

2
( )

4 4

x x
f x

x x x




 
 انتیگرال نیول تابع     

         

 فعالیت:

د  --
2

3 2

2
( )

4 4

x x
f x

x x x




 
 انتیگرال نیول يعنې څه  ؟ 

 ه کړئ.ښنخد پورته تابع تعريف ورشو به   - 

  

 ورسره بلده لار شونى دى، که څنگه؟په د دې انتیگرال نیول ترواسه 

 

 لګه : یب

    
سره د کرښیزو   x2 = -4او    x1 = -2په مخرج کې مربع تابع د خپل صفرڅايونو 

 توابعو په ضريبونو تجزيه کیږي:  

=  

 پیل کوو:توګه د ټوټه کسرونو ټوټه ونې له پاره لاندې  

= +  

 د جمعې له پاره  په اصلي مخرج  ورغزيږي او لاس ته ترې راڅي:

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 
 

                                               ټوټه انتیګرالونه                                     ۳۷۶           

----------------------------------------------------------------------------------- 

 

= =  

 

  (A+B)له مخه يعنې کیڼ لور  ته    xد ضريبونو د پرتلې ځخه لاس ته راڅي، چې د   

 افاده  بايد پرته وي

 7x-12 = (A+B)xورکوي ) وتون مساوات وګورۍ( :     - ۱۳، چې  (4A-2B-)او  

(-4A-2B) 

 خه لاندې مساواتسیستم لاس ته راڅي:له دې ځ

7= A+ B 

-12=-4A-2B 
 A= (7-B) پسې :        Bاو    A يې دبدلون 

 

-12=-4(7-B)-2B 

-12=-28 +4B -2B |+28 

+16= 2B 

 

B=8 

1-8)= -= (7A 

 لیکلی شو : 

= + 

.  دا چې طبیعي لوګايتم  فقط له         لومړني تابع جوړه کړۍ:

 زښتونه نیسو.رې اځرل کیږي، نو يوایمثبت اعدادو شم

= -1 ln |x-2| +8 ln |x-4| +c 
 

ټه وع  ټتاب ول راشنل تابع او اصلي مات راشنلتنا اصلي ماتراشنل توابع بايد لومړی په 

 شي.  دا د ټوټه کسرونو ټوټه کوونې له لارې کیږي يا صورت نیسي.

 

 بیلګه : 
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              ۳۷۹                                 ټوټه انتیګرالونه                                                

----------------------------------------------------------------------------------- 

     
کې  په کښیزو   x2 = +3او     x1 = -2په مخرجکې مربع تابع په  صفرڅايونو 

 فاکتورونو تحزيه کیږي :

=  

  يې ضربوو : د ټوټه کسرونو ټوټه کونې له پاره  اصلي مخرج غزوو او بیا

= +  

 د جمعې له پاره  په اصلي مخرج غزيږي او بیا سره ضريږي: 

= =  

افادې   (A+B)ترمخه يعنې کیڼ لور ته  له    xد ضريبونو پرتلې کونې له امله،  چې د 

) وتونمساوات وګورۍ( :   ۱۳او يا ورته    (3A-2B+)ځخه   بايد  اوه  لاس ته راشي او

-5x+9 = (A+B)x (+3A-2B) 
   لاندې مساواتسیستم لاس ته راڅي:

-5= A+ B 

9= 3A-2B 
 پسې يې حل کړۍ:    Bاو   Aد  

9= 3(-5-B)-2B 

9=-15 -3B -2B |+15 

24=-5B |:(-5) 

 

4.8-B= 

0.2-5+4.8)= -A= ( 

 نو لیکلی شو : 

 












dx

x
dx

x
dx

xx

x
]

)6(

8.4
[]

)2(

2.0
[]

)6(

)95(
[

2
 

 لومړی تابع جوړ کړۍ : 

2

1
)(ln)(  xfxxF 

، نو فقط مطلقه ارزښتونه دی شيیرل کیطبیعي اعدادو شم ددا چې طبیعي لوګاريتم فقط 

 نیسو.

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 
 

                                               ټوټه انتیګرالونه                                      ۳۴۱          

----------------------------------------------------------------------------------- 

Cxxdx
xx

x





 |3|ln8.4|2|ln2.0]

)6(

)95(
[

2
 

 

 تمرينونه :

 لونه د ټوټه کسرونو ټوټه کونې له طريقې وشمېرۍلاندې انتیګرا

 







23
)

136

2
)

33

2
)

24

6

223 xx

x
c

xx

x
b

xxx

x
a 

 

  

 ناپاي انتیګرال

 
 

تعريف :  که په يوه ټاکلي انتیګرال کې لږ تر لږه يو حد  د مثبت يا منفي ناپاي لور ته 

لاړشي  يا د انتیګرال ساحه ناپاي ځاي ته و غزول شو، نو دلته د ناپاي انتیګرال څخه 

 ر تعرفیږي.یانتیګرال د عادي انتگیگرال  د حد په څ یاغږيږو. په يوه مناسب ډول  ناپ

لګې په توگه، چې څنگه د منفي یدنې لاس ته راځي د بیپه دې توګه په زړه پورې  پوه

دونکې په زړه پورې  سطحې. نو باور لري ید پوتنڅ د ګراف لاندې  ناپاي ته رس توان

2

1

1x dx



   او
11

2

0

2x dx


    

هم  او  د دې معکوس انتیګارلونه 

1

1

x dx





  او 

  
1

1

0

x dx

  اپاي ته ځې يا له ټولو حدونو ن

 اوړي 

      يعنې د ناپاى په لور ځي..
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               ۳۴۱                                       ناپای انتیګرال                                         

----------------------------------------------------------------------------------- 

کې ټوله سطحه و   محور ترمنځ دې په انتروال  -xګراف او    د  

 رل شي، يعنې    یشم

 
 

 تراوسه د يوه ټاکلي انتیګرال د پورته  همداسې کښته) لاندې( پولې عددونه وو. 

 د انتیګرالونې ورشو ياا ساحه محدود وه.

 په دې حالت کې يا اوس د انتېګرالولو ورشو محدوده نه ده،

 اسې انتیګرال يو نامحدود انتیګرال بولو، د انتیګرالونی  نامحدودې ورشو سره.د

 انتیګرالونه د دې لاندې بڼو څخه په يوې بڼې منځ ته راځي

   

 رنې له پاره په لاندې توګه مخ ته ځو:ید دې انتیګرال شم

شمېرو، بیا   پسې د   له پاره  انتیګرال    لومړی د يوه پای انتروال  

له پاره پولې   يا   همداسې  يا    ورته افادو 

 جوړوو.

 فورمال دا په لاندې ډول برېښي:

 
 رلو له پاره دا په لاندې ډول برېښي:یزموږ د سطحې شم
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                                                      ناپای انتیګرال                                ۳۴۳         

----------------------------------------------------------------------------------- 

 
 لگه:یب

)تابع دې   د    eپه   محور هنداره شوې  د  yدا د  ) xf x e    0]سره په انتروال, )  کې

 د پورته سره برابره سطحه ولري.

 
 بدلون:

  

 
 

 لګه: یب

 لگه لرو:ید يوه يوځاي ايښول شوې يا يو ځاي شوې تابع ب

 لپاراه  x<-1د   

 لپاره -x 1 <1د  

 لپاره x > 1د  
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 د انتیگرال په برخو وېشنه يا ټوټه کونه: 

 لاندې د انتیگرالونو تمعه دې و شمیرل شي.

 

 
 

 لومړنى اند يا تر مخه فکرکونه:

 د تناظر دلايلو له مخې لرو :

 
 رل شي. یداسې، چې دا انتیگرال  بايد فقط يوځل وشم

 
 

 تمرينونه:

د  -- ۱
2

1
( )

( 1)
f x

x



 رئ، که  د ناپاي په لور لاړشي.یتابع انتیگرال وشم  

 و څېړئ چې ايا لاندې ناټاکلي انتیگرالونه پوله ارزښت لري؟ – ۳

 

لپاره  دا نا ټاکلى انتیگرال   pد کومو توانونو – ۷
1

1
p

dx
x



  .پوله ارزښت لري 

 ه دي، و څېړئ، چې ايا دا لاندې انتیگرالونه د يوه انتیگرال پولې لپاره تعريف ن – ١
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----------------------------------------------------------------------------------- 

 ه ارزښت لري.ټاکلى انتیگرال په دې انتروال کې پول

 

 

 

 ټولگه                  
 د انتیگرال هندسي تعريف

مخور او تابع ترمنځ   x تابع ولرو، نو د  fد انتیگرال تعريف:که يوه  -لوريزه سطحه

محور پورته لورې ته   xسطحې شمېرل د انتیگرال له لارې  کیږي. په دې سطحه کې د  

 ه لورې ته سطحه منفي مخنخښخ لري.محور کښت  xسطحه مثبته مخنخښه لري او د 

 

 تحلیلي تعريف:

 باندې تعريف دى، نو  د  [a,b]يوه تابع ورکړ شوې، چې په يوه انتروال    fتعريف: د 

a  څخه ترb   پورې د تابع د انتیگرال  څخه دx    په محور دf   د گراف او د کرښې

x=a   اوx=b تر منځ يوه  يوه لوريزه سطحه پوهیږو. 

  لیمیټ:  ۱.  ١) تعريف(  پېژند    

  
1

lim ( ) ( ) ;(max 0),........(4,3)

bn

i i
x

i a

f x f x dx F x




      

 يا ټاكلى اينتیګرال بولو، f ( x)  كى موجود وي، نو دا  د [ a , b] كه په اينتروال

)  F- Riemann   د ريمن سطحه(. دلته a پوله او)د اينتیګراله ونې لاندې)کښته b  د
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  (Integrand ()او  د ايتیګرالونې اينتروال [a,b]ايتیګرالونې پورته پوله بلل كیږي او 

f ( x  او )اينتیګرالېدونکىx   ( د اينتیګرالونېIntegrationsvariable  متحول )  بلل

 كیږي

 

]کې اينتیګرالوړ وي او   [a , b]  په f ( x ) : که ۱. ١جمله , ]c a b  ،نو باور  وي

 لري:

                    ( ) ( ) ( )
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx    

 

اينتیګرالوړ دى، نو باور  کې [a, b]  په يوه بند انتروال f ( x)   : ۳.  ١پېژند يا تعريف 

 لري:

                   

a

b

b

a

dx)x(fdx)x(f 

 

 

كى تعريف وي. هر يوه  I دې په يوه واز اينتروال y = f ( x) : تابع3.2تعريف  پېژند

 f ( x د شرايط پوره كړي، F' ( x ) = f ( x )چى  تابع   F ( x)هلته موجوده مشتقوړ 

 كیږييا لومړنی تابع  بلل  –، ساده  -بنسټیز (

 

 ټاکلى انتیگرال:

)يو حقیقي تابع وي، نو د ټاکل انتیگرال   fکه  )

b

a

f x dx  لوستل: د (f(x)   انتیگرال دa  تر

b  او  په پولو يا حدونو  يا انتیگرال پهf(x)     باندې لهa  ترb  لاندې يوه لوريزه سطحه )

 گراف لاندې.   fتر  منځ  او د   bاو  aپوهیږو د 

 

 تعريف: 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 
 

 f ل   په انترواb <x  <a    کې  متمادي تابع ده اوF   دf  لومړنۍ تابع ده، نو ټاکلى

انتیگرال دى :              

b

a

b

a aFbFxFdxxf ).()()([)( 

لپاره زيات وخت    F(b) – F(a)د  b
a

xF  په دې توگه دى. لیکو  )(

 b
a

b

a

xFdxxf )()(  

 

 : جمله

په يوه اينتروال كى  متمادي وي ، نو لاندې  f ( x ) كه تابع :ثابتي سره ضرب  د يوې

 باور لري:

( ) ( ) ,a f x dx a f x dx a R    

  

 :   جمله  

په يوه ايتروال كى نه پريكیدونكي وي ،  f 2 ( x) او  f1 ( x) د  جمعې ) تفريق( قاعده كه

 نو باور لري

1 2 1 2( ( ) ( )) ( ) ( )f x f x dx f x dx f x dx                  

 

  : جمله 

يوه ارزښت په ځاي د همغه ارزښت    لاتین :د Substitutionد ،،بدلون ) قاعده (،،  ) 

 متمادي اوو مشتقوړدۍ او u = g ( x)  چى بله لويه ايښوول ، لنډ: بدلون (   د نیونو لاندې

 y = f ( u)  :متمادي، نو باور لري 

   duuffdxxgxgf   )()(')( 
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 د ضربونو انتیګرالونه

رو، نو زيات وخت یکه د دوه توابعو د ضرب انتیګرال د ورسره بلدو متودونو يا لارو شم

 دا ناشونې وي.

 
 

 

 د څپرکي تمرينونه:

 

لاندې نااصلي پولینومونه دې د يوه ټول گويا عدد پولینومونو او يوه    - ۱

 ل شي.  اصلي پولینوم  د جمعې په څېر ولیک

     

 لاندر پولینومونه دد جمعې په ځېر ولیکئ  - ۳
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 د لاندې  اصلي پولینومونو په ټوټه کسرونو ټوته ونه وکاروئ.  – ۷ 
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 د لاندې اصلي پولینومونو  په ټوټه کسرونو ټوټه ګونه ورکړئ. - ١
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 .د لاندې پولینوم کسرونو په ټوټه کسرونو ټوټه کونه ړرکړئ  - ٢
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 تابع لومړنۍ تابع ده.  fتابع د  Fو ښايئ، چې د  – ٢
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 تابع لومړني توابع دي.  fتوابع د همغه   Gاو  Fې د   وښايئ، چ  - ۳
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 ندې ناټاکلي انتیگرالونه پیداکړئ او ټیکوالى يې و ازمايۍ.لا – ۱۷
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 د لاندې ټاکلو انتیگرالونو ارزښت وشمېرئ – ۱١
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 ئ.ړونه  پرتله کرئ او ارزښتیدې ټاکلو انتیگرالونو  ارزښت وشم= د لان ۱٢
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----------------------------------------------------------------------------------- 

هر دوه انتیگرالونه د يوه انتیگرال سره انځور کړئ.  – ۱۳
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 د لاندې ټاکلو انتیگرالونو لپاره  ارزښت تخمین کړئ. -
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 پاره لاندې انتیگرالونه ورکړشوي ارزښتونه لري؟ارزښتونو ل xد کومو – ۱۹
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 لاندې انتیگراند توابع  ته د انتیگرال  توابع وټآکئ.   - ۳۱
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xa f x x a b f x e a
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 د لومړني انتیگرال په استعمال  سره ارند  انتیگرالونه وشمېرئ.  - ۱۱
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 د بیرته په بنسټیز اينتیګرال بدلون وروسته يي اينتیګرال ونیسۍ: - ۳۳
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 شمیرۍ:لاندې ټاکلى اينتیگرالونه و --۳۷
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 د بدلون يا سیتیچیوشن قاعدې استعمال له لارې يي اينتیگرال وشمیري: -۳١
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د  11او  11د تر زيرنیوني فورمبدلون وروسته او په بنسټیز اينتیګرال  -۳٢

 بدلون له لارې يي اينتیګرال وشیمرۍ

  لاندې ټاکلۍ اينتیګرالونه وشمیري: -۳٢
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 لاندې ټوټه اينتیګرالونه  اينتیګرال کړي:  --۳۳
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 ۳۵۷                         لد اينتیګرال شمیرنى استعما               

----------------------------------------------------------------------------------- 

 

 د اينتیګرال شمیرنى استعمال  
 

 محور ترمنځ پرتې وي. xدگراف او  f(x)سطحومساحت، چې د   د 

څلورم څپرکي كى وويل شو چى ټاكلى اينتیګرال    په  

b

a

afbfdxxf )()()(  د 

 x=aاو د كرښى y=(0) محور -x، د y=f(x)ښايي ، چي له منحنيA ې مساحتسطح

د اينتیګرال   y=f(x)له خوا رابند وي. موږ له دې څخه مخ ته تللي يو چيx=b او

محور پورته لور ته ځي، خو دا کېدى شي د محور کښته لور ته -xاينتروال په دننه كى د

 هم لاړ شي.. 

 

 فعالیت:

محور ترمنځ  او يا د دوه توابعو د سطحې  xبع د منحني يا کرښې او د د يوې په خوښه تا--

 رلو لپاره وړانديزونه وکړئ. یشم

د محور  xدا هم  په پام کې د شمرلو لپاره په پام کې ونیسئ، که منحني يا د تابه کرښه د   -

 لاندې لور ته پراته وي.

محور  په ټاکلو   xبع انتیگرال د يوه په خوښه تابع ورکړئ، د تابع رسم وکاږئ او د تا   -

 پولو کې وشمېرئ. 

محور کښته لور ته ځي. د  تابع   xيوه په خوښه تابع ولیکئ، چې د انتروال په دننه کې د  -

رسم و کاږئ او دا تابع به کومه محنخښه ولري؟ دا چې سطحه تل مثبت ده، نو د تابع د 

 محنښې په ورکولو کې دا بیا وڅېړئ، چې ولې؟

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 
 

نه:  که موږ د سطحې مساحت شمېرلو کې هغه عدد ولیکو، نو د هغې سره دې دا په يادو

پام کې ونیول شي، چې د سطحې واحد) يوون( ور سره شته دى.  که دا ورسره لیکل 

 شوى نه وي، خو بايد تل په پام کې وي.

 دا پورته فعالیتونه مو دې لاندې بېلگو ته رابولي: 

 

 :  ۱.  ۵بیلګه 

   احت دد  سطحې مس

4,2,0,1
2

1
21

2  xxyxy 

  ترمنځ په لاندې ډول دى)مخامخ څېره(

 د اينتیګرال شمیرنى استعمال          ۴۵۲     

----------------------------------------------------------------------------------- 
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ال محور لاندې لور ته وي، نودا ټاكلى اينتیګر -xسطحې د منحني تلنه دy=f(x) كه د تابع 

تل مثبت مساحت لاس ته راوړو، نو  د اينتیګرال  لپاره چى د سطحې  به منفي وي. ددې

 مطلقه ارزښت نیسو يعني منفي اينتیګرال.

  

 : ۳.  ٢لگه dب

محور سره  xگراف د    f(x)=x²-3د   

 يوه 

محور   xسطحه رابندوي.د  گراف او   

 ترمنځ  

 د ټولې  سطحې  مساحت  وشمېرئ.
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 تگلار: 

 

 د  دې لپاره چې  دا مسئله راته  ښه روښانه شوي وي، نو دا پورته رسم کاږو.    - ۱

 د دې لپاره چې د انتیگرال حدونه لاس ته اروړى شو، بايد صفرځايونه وشمېرو.  - ۳

3

30 2





x

x

 

 ۳۵۵                                د اينتیګرال شمیرنى استعمال               

----------------------------------------------------------------------------------- 

 اوس  د سطحې د مساحت شمېرلو لپاره  اړونده انتیگرال لیکو. – ۷ 

  2شمېرو  او نتیجه يې له  الپورې انتیگر   3څخه تر  0تناظر پر بنسټ  لومړى له   د

 سره ضربوو، نو لرو:

3 3 3 3 3
2 2 3

0 0
0 0 0

1
( 3) ( ) 3 1 | 3. | 3 3 3 | 2 3 |

3

2 3 2 3 4 3

x dx x dx dx x x

A

           

     

   

  :۳،  ۵ بیلكه 

2,1,0,5د  سطحې مساحت د 
2

1
21

3  xxyxy   ترمنځ دى: )لاندې ځېره( 

2

3

1

2
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1

4 2

1

1
| 5) |

2

1
5)

2

1
( 5 ) |

8
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( 2 10 1/ 8 5)

8

A x dx
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 : ۷.  ۵ بیلګه

1 1 2
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1
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1xد لاندې پولو  تر  1-=

 2x =  y=0 اوy=-x²+2xاودمنحني  4

 سطحه محور پورته او كښته  پرته -xد ترمنځ

 ده( دې   كي نښانه شوې)په مخامخ څېره  

 وشمیرل شي

 

 د x1=0د  ,y=-x²+2xحل : د تابع  

1xصفرځايونو 2x او 0=  تر منځ پرته  2=

 د اينتیګرال شمیرنى استعمال           ۴۵۲    

----------------------------------------------------------------------------------- 

 ره نو  محور پورته،-xغوښتونكي سطحه  د

         امله لرو كښته پرته ده. له دې

3

284
23

12
03
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1

)2()2()2(

232323

4

2

2

2

0

2

0
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2

321
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FFFA

 

x2xyاو د کږې  4xتر  1xد لاندې پولو  2   

0yاو   د( ترمنځx )محور پورته او کښته 

 تمرينونه 

 محور ترمنځ  سطحه وشمېرئ. xپه ورګړ شوي انتروال کې د گراف او     -: 

 

 

 8;0,128)()

5;1,)()

3;2,2)()

2

2







xxxxfc

xxxxxfb

xxxfa

 

 

 رنهیله دوه گرافونو څخه رابندې  سطحې د مساحت شم 

x2xy 2 

3F

2F
1

y

x41
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 ۳۵۳                                       دوه کرښو څخه رابنده د               

----------------------------------------------------------------------------------- 

 فعالیت:

 رو؟یکه داسې يو ډنډ ولرو، نو فکر وکړئ، چې د دې ډنډ مساحت څنگه وشم -

ل کیږي، چې د دوه توابعو گرافونو ترمنځ پرته ریپه ځنو پوښتنو کې د سطحې مساحت شم

ده. دا ډول د سطحې مساحت کېدی شي د  ټاکلو اينتگرالونو د کمښت  له لارې و شمېرل 

محور پورته لور ته پراته وي،نو د لاندې شیما څخه مخ ته -xشي. که دواړه ګرافونه د  

 ځو :

 
  

A2 A1 A 

                                        
21 AAA  
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 :    ٢.  ٢لگه یب

دوه   g(x) = -x+2او   f(x) = x²د   

توابعو ترمنځ رابند د سطحې مساحت 

  :غواړو وشمېرو

د تگلارې لار: دلته هم  يو شکل يا  

گراف  رسموو، چې دا حالت راته 

 روښانه شي.

         

 

 د دوه کرښو څخه رابنده           ۴۵۲    

----------------------------------------------------------------------------------- 

 د دې لپاره چې انتیگرال وشمېرو،   د گرافونو دقاطع ټکي ټاکو.  - ۳

x² = -x+2 

x²+x-2= 0 

P;q  - فرمول     

(1,2)

1

2

1 3

2 2

1

2

x

x

x

  



 

 

dxxfdxxg  .په ساده توگه لیدل کیږي – ۷

x

x

x

x

 
2

1

2

1

)()( 

 پس باور لري
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2 2

2

1 1

2 3

( 2)

2 1 ( 2) 1
1 6

2 2 3 3

1,5 6 4.5

4,5

A x dx x dx

A

 

    

   
        

   

      



 

 

 جمله :

 fوي، دا په دې معنا چې د    f(x)>g(x)سره    a<x<b د      لپاره ،  xکه د ټولو  

نو د دواړو گرافونو په انتروال   کې   ,پورته لور ته ځغلي   gتر منځ د  bاو   aگراف   د 

 رابندې سطحې مساحت   لپاره   بارور لري.

 

b

a

dxxgxfA ))()(( 

 

  ۳۵۹                                        د دوه کرښو څخه رابنده               

----------------------------------------------------------------------------------- 

 : ٦.  ٥لګه یب

گرافونو ترمنځ  سطحې مساحت g(x) = -x²+4x +2او    f(x) = x² -2x +2  د توابعو

 غواړو پیداکړو.

 ارزښتونو غوڅټکي)د تقاطع ټکي( د اينتیگرال حدونه جوړوي.–xد دواړو گرافونو د 

 :کواورديناتو ټاکل - xد غوڅټکو د  

f(x) = g(x)  x² -2x+2 = -x² +4x + 2 

2x² - 6x =0                   

    1 0x    2او 3x  .د اينتېکرال لیمیټونه يا پولې دي 

 د اينتګرال جوړونه:
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33 3
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دا چې د دوه ګرافونو ترمنځ سطحه بايد تل مثبت وي،نو له لوي ارزښت څخه کووچنى 

 ارزښت بايد کم شي. 

9615)()(

3

0

3

0

  dxxfdxxgA 

محور - xمخنخښه ددې په واک کې ده، چې ايا سطحه د لکه چې پوهیږو، د يوې سطحې   

پورته لور ته پرته ده او که کښته لور ته. موږ څېړو، چی ايا دا تاثېرات په پورتنۍ بیلگه 

محور په درې واحدونو) يوونونو( کښته لورته - yکې پراته دي او که نه. موږ سطحه د  

 بیايو او سطحې نوې شمېرو.

 ه کرښو څخه رابندهد دو          ۴۲۲     

----------------------------------------------------------------------------------- 

  

 که د لید له مخې قضاوت وکړو،نو د ټولو لاس ته راوړنه به برابره وي.

 ارزښت  غوڅټکي هم  او له دې سره د انتیکرال حدونه بې تغیره پاتیږي.–xد 

   2( ) 2 1f x x x      2و( ) 4 1g x x x    
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 په ځای کونه:ځای 
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دا چې د دوه منحنیو ترمنځ سطحه فزيکي سطحه ښايي، بايد لاس ته راوړنه يو مثبت عدد 

 وي.

 دا د مطلق ارزښت له لارې ترلاسه کوو.

9927189327
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3
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23

3

0

2 
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 ۳۸۱                                     د دوه کرښو څخه رابنده               

----------------------------------------------------------------------------------- 

 د دې متود ټولیزه ونه)عمومیت( :

 د دوه گرافونو ترمنځ سطحه:

که يوه سطحه د يوې پورته او يوې کښته منحني 

    g(x)او تابع f(x) څخه رابنده وي، چې تابع

رابنده سطحه په   پورې اړه و لري، نو دا له دي

 ل کیږي.لاندې ډول شمېر

  

b

a

dxxgxfA )()( 

محور د  – xد bاو  aد انتیکرالونې حدونه   
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 دواړو ګرافونو د وضعیه قېمتونو غوڅټکي دي،

 

y=f 1 د منحنیو  (x) y=f 2او  (x)   

 پولو کې   تر منځ  پرتي  سطحې  مساحت په لاندې

y=f 1 او پورېx=b تر x=a له (x) 2 او y=f (x) 

 

  او اينتیګرالوړ   1 2f x f x   

 داسى لاس (  ۸.  ۱اينتروال كى  )ش  [a,b] په

y=f 2اوړل کیږي چى دتابعته ر (x)  لاندې سطحې   

y=f 1 مساحت څخه  د (x)لاندې سطحې مساحت تابع 

 كم كړئ.

 dxxfxfA

b

a

  )()( 12 

خپلواك  له دې  ۸.  ۳سړى په ساده ډول خپل باور په دې راوستى شي چې ش 

چى 1f xاو 2f x  كومه يوه مخنخښه ځان ته غوره كوي باوري دۍ. [a,b] په اينتروال 

 د دوه کرښو څخه رابنده           ۴۲۴    

----------------------------------------------------------------------------------- 

  -=y او y=x²-1 د لاندې پارابولونو ترمنځ  سطحه غواړو وشمیرو: ۳.  ٢ بیلګه

x²+1)   

                     حل : د ايتیګرال پولې)حدونه( د  افقي)پراته( محور غوڅټکي) د تقاطع ټکي( دي

                                                        x²-1=-x²+1                                       

                               2x²=2                                                                        

x²=1                                                     1 21 , 1x a x b          

 x²+1>x²-1– لرو  [ كى- 1,  1د اينتیګرلولو په اينتروال ]

په نظر كي ونه نیول  f2(x)>f1(x) كى) ۱ . ۳ (  او په [a,b] )كه چیرې  په اينتروال

لكه  د مخه چې ويل شوي(  بیا (اينتیګرال به منفى شي او سړی  شي، نو د څرګند

 له لرو:داينتیګرال مطلقه ارزښت نیسي. له دې ام

1xy 2 

1xy 2 
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1

1
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 :  ۶.  ۵بیلګه 

 توابعو ترمنځ سره سم د لاندې(  ۶.  ۳د )ش. 

  .سطحه  شمیرل كیږي 

 y=(x-1)²,y=-4x+4,y=4   

 

 د دوه    حل : دا د شمیرلو سطحه،  د منحنیو ترمنځ

 له يوځاي كیدو څخه لاس  A2 اوA1 سطحو

  .ته راځي

A1   د منحنیو y=4او y=-4x+4  ترمنځ 

 حدونه( د لومړي  -ينتیګرال پولى) پروت دى. د ا

 

 
 

 ۳۸۷                                      د دوه کرښو څخه رابنده               

----------------------------------------------------------------------------------- 

 محور( غوڅټکی دى، – x (كواور ينات

 ترمنځ. y=-4x+4 او y=4 د

 

0x,4x44لرو  1  په همدې ډول د 

 ښي غوڅټکي لومړۍ وضعیه ارزښت )کواور دينات(  

4x4yد    1(2اوx(y  ترمنځ 
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22
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.1x,21x 33,2   

 تر y=(x-1)² او y=-4 دA2ګورو چى

 او د لومړي x1=1 منځ پرته ده ، د اينتیګرال حډونه) پولى(

 . y=(x-1)² او y=4 وضعیه قېمت د ښي غوڅټکي د

 

 غوښتوني سطحه  داسې ده:

   

3

1
7)33/1(2)32(4

)1(4)44(4

1

0

3

4

31
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22

1

0

1

0

2

1

0
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 تمرينونه:

 ندې توابعو ترمنځ سطحې و شمېرئد لا

 

 د دوه کرښو څخه رابنده          ۴۲۲     

----------------------------------------------------------------------------------- 
2 2
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 د څرخیدونكو بدنونو) جسمونو( ډكي)حجم(

                                                            

 فعالیت:

 په ورسره بلده توگه د مستطیل حجم ولیکئ.  -

 د کرې، استوانې او د مخروط حجومونه، چې تراوسه مو لوستلي و لیکئ. -

يادونه:  دا دې تل په پام کې ونیول شي:  که د انتیگرال شمېرنې له لارې کوم عدد لاس ته 

و، چې د حجم مطلوبه راځي، نو  هغه عدد د يوه جسم حجم ښايي. موږ ددې لپاره لیک

             واحد. 

               ۳۸۵                                    څرخېدونکي تنونه:                                        

----------------------------------------------------------------------------------- 

 دونکي تنونه:یڅرخ

کي تنونه په هندسه کې هغه  تنونه دي، چې په يوه څرخېدونکي محور باندې  د  څرخېدون

يوې  کرښې يا منحني څرخېدنې له لارې منځ ته راځي. کرښه يا  منحني په يوه سطحه 

اويا زيات له   پرته ده او محور هم په همدې سطحه پروت دى. منحني محور نه غوڅوي،

 لگې به يې په لاندې کې و څېړل شي.زياته يې ممکن لمس کړي.  چې غوره بې

 

 دنه)څرخون(یپه    محور څرخxد 
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لکه د  مخه مو چې وويل، حجم هم يو انتیگرال دى. دا  داسې منځ ته راځي،  چې که يوه 

 په  محور   و څرخول شي. Xتابع د  

 د يوه څرخېدونکي  جسم )بدن يا تن( حجم)ډکى(

په محور  په انتروال   xه څرخېدنه  د لپاره، چې د سطحې پ  د يوه څرخېدونکي جسم

[a,b]    کې دf   تابع له گراف ، دx   له محور او له دواړو کرښوx = a   او x = b 

 ترمنځ   جوړيږي، رابنده وي. 

 د حجم  شمېرل په لاندې ډول دى: 



b

a

dxxfV 2))(( 

 په محور څرخېدنه yد 

 تابع گراف  د  f د  انتروال   [a,b]په محور(، چې په   yد يوې سطحې  په څرخېدنې ) د 

y   محور او د دواړو کرښوy = f(a)   اوy = f(b)     له خوا رابند وي بايد دy = f(x)   

 x = fبڼه بدله شي و 
− 1

(y)      معکوس تابع  ته . دا شتون لري، کهf  متمادي او غښتلي

و ټوټه په ټوټ   fيوغږيز وي. که نه) لکه په پورته شي شکل کې( نو شايد ممکن وي،چې 

شي، په هغو کې چې   متمادي او غښتلى يوغږيز وي.  دا دلته منځ ته راغلي حجمونه بیا 

 ځانله شمېرل کیږي او سره جمعه کیږي. 

                                                   څرخېدونکي تنونه:                                ۳۸۸        

----------------------------------------------------------------------------------- 




))(,)((max

))(,)((min
))(( 21bfaf

bfaf
dyyfV  

 x = fکه  دلته  
− 1

(y)     بدل کړو، نو دx  :په محور  په لاندې توگه حجم لاس ته راوړو 

dxxfx
bfaf

bfaf
dyxV

b

a

)('
))(,)((max

))(,)((min
22    

(  توابع    min/max ټیټ) –مطلق ارزښت او  د انتیگرال په حدونو کې  خورا جگ   'fد 

 يو مثبت انتیگرال تظمینوي.

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

 x = a تابع  له گراف  او دواړو کرښو  fپه محور(، چې د   yطحي په څرخولو)  د  د س
 څخه رابنده وي، لاندې فرمول باور لري.    x = b او

 

b

a

dxfxV 2))( 

 د يوه مرتبان حجم:

د يوه مرتبان حجم غواړو پیدا کړو چې 

سنتي  25متر، وړانګه يې  1 جگوالى يې 

سانتیمتره په منځ کې  35متره  په پاي او 

 .ده

 
درجو و څرخول  °90که مرتبان په 

شي، نو  د مربع پارابول بڼه غوره 

کوي. د ژۍ تابع بايد کښته لور ته واز 

 پارابول وي، لکه دلته په شکل کې.
 

 حل: د پارابول د تابع لیکبڼه کېدى شي ساده په ککرټکي يا راس باندې ولیکل شي. 

             ۳۸۳                                      څرخېدونکي تنونه:                                        

----------------------------------------------------------------------------------- 

 ټولیز باور لري:

5.3)5()( 2  xaxf ( dm ارزښت په ديسیمتر) 

 

په لور. د    +yد    3,5په لور ورکوي او   +xد رآس راکښنه د   5-په څرگند دول  

په لور اړين دى، چې کښته لور واز پارابول  لاس ته راوړو. اوس فقط  aغزونې ضريب 

وشمېرل شي. دا  aکه په فرمول کې يو معلوم ټکى کیږدو، کېدى شي  نه شته.  aضريب  

 دى.  (0/2,5)ټکى  

       2( ) ( 5) 3.5f x a x     
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0)2ارزښت ځا په ځاي کوونو لرو     xد    5) 3.5a    

04.0    دى:  a  امله له دې 
25

5.35.2



 

)(04.0)5(5.3 او  مساوات پوره بلل کیږي.   2  xxf 

والي لپاره د رآس ټکي فرمول په نورمال يا عمودې فورم بدلوو:          د ساده

5.24.004.0)( 2  xxxf 

22 بع مربع کړئتا )5.24.004.0()(  xxxf 

)(25.6204.0032.00016.0  نو دى 232  xxxxxf 

xxxلومړنۍ تابع        
xx

x
x

xf 25.6
3

04.0

4

032.0

5

0016.0
)( 23

23
5

2



 

 رلو لپاره ټاکلى انتیگرال دى؛ید حجم شم

 

                                                   څرخېدونکي تنونه:                              ۳۸۶          

----------------------------------------------------------------------------------- 

167.101

5.62100
3

1
138032

25.6
3

04.0

4

032.0
10

5

0016.0

)25.62032.00016.0()5.24.004.0(

10

0

10

0

2345

10

0

32

10

0
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dxxxxdxxx

 

 (يا يووالي د حجم واحدونه )يوونونه

 دا چې موږ له پیله په ديڅیمتر شمېرنه کړې، نو طبعآ دا په لیتر شمېرل کیږي.
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liter824.317 

 ترمنځ y=f(x),y=0,x=a,x=b د تابع  

 (. ۹.  ۵څرخي) ش  محورباندې-xسطحه چى د

  دلته غوښتنه، په دې ډول رامنځ ته شوې راغلي 

    .كي بدن  ډكى)حجم( دیدڅرخیدون

  لاندېجمله باوري ده

 

 د څرخیدونكي بدن ډكى)حجم(: (  ۶.  ۵جمله  

 متمادي وي، د څرخیدونكي بدن حجم چى د سطحو y=f(x) كي دى[a,b]په اينتروال

y=f(x),y=0,x=a,x=b  كیږي داسى دۍ: ترمنځ ، راپیدا 

 

b

a

dxxfV
2

)( 

 

 د جمعې له د توتو)استوانو(V  :ښونه

 xi ، جګوالى يېf(xi)ګه يېلارې چى وړان 

  .لپاره لری i=1,2,3,...n د

   مې توتې-iد ) 11. 5ش:  (  

 ) سلیندر ډكى)حجم(  دى.

            ۳۸۹                                 څرخېدونکي تنونه:                                        

----------------------------------------------------------------------------------- 

  iii xxfV 
2

)( 

 

 سلیندرونو يا توتو زياتون nد ټولو 

 



n

1i

i

2

i

n

1i

in x)x(fVV 

 د بنسټ اينتیګرال د تعريف سره  سم ) n->oe, xi->0    (  د پولى ارزښت جوړونه

 
b

a

2
dx)x(fV )راكوي. حجم )ډکى 

)x(f 1

1x

x

y

a b

x

y

)x(fy 

a b

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 
 

 

 دمخروط يا  كیګل ډکی : (  ۹.  ۵بیلګه 

y)حجم( د  x
r

h
  كرښي ) د سرچیني 

تیره كرښه د
r

h
 محور -xاو د جګوالي سره(

 (y =0) د حدونو x=0تر x=h  

 ( ۱۱.  پورې)ش 

 

.hr
3

1

0

h

3

x

h

r
dxx

h

r
V 2

3

2

2h

0

2









   

 دا له بنسټیزې شمېرنې) د اساساتو( څخه معلومه نتیجه ده. 

 

 : ۱۱.  ٢بیلګه 

3x,0x,0y,x2yد     

                                                   څرخېدونکي تنونه:                              ۳۳۱          

----------------------------------------------------------------------------------- 

محور باندې څرخېدلو جوړ)تولید( شوی جسم څرخېدلی پارابولويید دی ) څ -xترمنڅ د   

 ( ۱۳ږ  ۵

 

 

 

 

     Archimedischer Satzس جمله   د د ارښیم

x2y 

y

x

1

1 3
0

 

.9
0

3

2

x
2

xdx2

dxx2V

2

3

0

3

0

2











h

x
h

r
y y

x

r

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

 ب:د توتې، غونډاري)کرې( او مخروط د حجمونو ترمنځ تناس

V)استوتنه(توته : V)غوندارى)کره : V1 : 2 : 3 = مخروط 

 زک يوه درسي کتاب څخه  1886د 

 

د پورته الماني پښتو:ارښیمېدس لومړى کس وو، چې دا پورته تناسب  يې ومونده، له دې 

 امله دا دلته راغلې جمله د ارښیمېدس جلې په نامه نومول شوې.

 د څرخېدونکي بدن)حسم( حجم.

 :۱۱.  ٢لگه یب

               ۳۳۱                                    څرخېدونکي تنونه:                                        

----------------------------------------------------------------------------------- 

 استوانه) توته(:
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دى(    f(x) = 3ثابتې تابع) په دې حالت کې      يوې  f(x) = c په محور د xاستوانه  د   

 د څرخېدو څخه لاس ته راځي.

 د يوې  استوانې حجم )ډکى( شمېرنه:

انتروال   کې  د توتې حجم وشمېرل شي. د  استوانې د حجم د    [5;0]اوس دې په  

  x دى.   د  h=5او    r=3عمومي فرمول دى. په دې حالت کې  V = πr²·hشمېرلو لپاره 

 هر  ارزښت    لپاره د  تابع ارزښته هم دى. 

تر څېړنې لاندې و نیسو او   r²·hڅخه  فقط    V = πr²·hلومړى  له هرڅه غواړو  

غواړو يوه لار پیدا کړو ، جې د هغې  لارې  د انتیگرال په مرسته حجم  وشمېرلاي شو. د 

    سطحې مساحت د  لاندې انتیگرال په مرسته وشمېرل شو :

        

5

0

5

0

)( dxxfrdx 

د مربع مساحت ا د صفر په لور ځغېلېدونکې   f(x)که د دې ناپاي ډېرو مستطیلونو) د  

  سره (  انتیگرال جوړ کړو، نو لاس ته  ترې راځي:          dxپنډوالي 

   

5

0

2
5

0

)( dxxfrdx 

                                                   څرخېدونکي تنونه:                            ۳۳۳            

----------------------------------------------------------------------------------- 

دا په دې معنا چې دا انتیگرال بل څه نه دى پرته له څخه، چې زموږ د پورتني فرمول 

          څخه دد يوې توتې د حجم  شمېرل دي. ز که دا له سره ضرب کړو، نو راکوي: 

 

5

0

22 )( dxxfhr  

شوې استوانې د حجم شمېرنه: د دې ورکړ 

       

5

0

5

0

5

0

5

0

5

0

2
45045)(9)(  xdxxf 

 د پرتلې لپاره:  452 hr 
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 (:يا غونډوسکه کره )غونډارى

  

 فعالیت: 

 د کري حجم بې له انتیگراله ولیکۍ. -

 د توتې حجم ولیکۍ  -

 د مخروط حجم ولیکۍ. -

             ۳۳۷                                    څرخېدونکي تنونه:                                        

----------------------------------------------------------------------------------- 

 دا درېواړه سره پرتله کړۍ.-

)(22په محور د  xد  xrxf    تابع   څرخېدنې څخه کره منځ ته راځي)پورته د

 ننوتنې شکل.

ابع   يې   دا تابع هم کېدى شي په گردو ټوټو ټوټه شي، پرته  غوڅوونکې ت

q(x) = π[f(x)]²   .د دې ټوټو د انتیگرلولو له لارې دې بیا حجم وشمېرل شي.  ده 

په  xپه دې بېلگه کې دې  حجم وشمېرل شي، چې  له صفر ځاي څخه و صفر ځاي ته   د 

 محور باندې

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 
 

)(221د  xxf    [1;1-]تابع  څرخېدنو له  لارې منځ ته راځې ، يعنې په انتروال  

 کې .

  
3

4

3

2

3

2

3

1
)( 32

1

1






















xxdxxf 

 

Kegel (Geometrie) مخروط 

دا هم ممکن ده، چې  يو مخروط د 

زاويو )اړخیزې)کونجیز(   nيوه منظم

 nڅخه رابندې بنسټیزې سطحې)د 

لپاره چې ناپا ي ته ځي( اهرام ته ور 

 نزدې کړو.  

 د مخروط حجم:

د انتیگرال په مرسته د يوه مستقیم 

                                       مخروط د حجم د شمېرلو يوه بله

           ۳۳۴                         

----------------------------                                                   څرخېدونکي تنونه:

------------------------------------------------------- 

کار اچول کیږي، د هغه  مرستندويه لار. يو د کارتیزي وضعیه ارزښت )قیمت( سیستم په

کې پروت دى.  (h|0)او منځ ټکى په ټکي   (0|0)سره چې  د مخروط څوکه   په سرچینه 

اوس کېدى شي، چې مخروط  ناپاي کوچنیو توتو) استوانو( رايوځاي شوى په پام کې 

دى. داچې د  داسې يوې توتې يا استوانې  ګردې   dxونیسو، چې جگوالى) پنډوالى( يې 

سره ور کړ شوى  xرې( واټن د مخروط له څوکې  د وضعیه قېمت سیستم  په  ټوټې) کت

دى، د وړانګې جملې له مخې) دلته په افغانستان کې دا د ...   جملې په نامه  بلل شوې( 

 باور لري.

 د يوه ناپاي کوچنۍ توتې)استوانې(  وړانگه: 
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x
h

r
hzr )( 

 د يوې ناپاي کوچنۍ توتې)استوتنې( حجم:

dxx
h

r
dxx

h

r 2

2

2
2)(   

خروط  د ټولو داسې کوچنیو توتو حجم دى.  د شمېرلو لپاره يې  ټاکلى دټول څرخېدوني م 

 سره:  hاو      0انتیگرال جوړوو، د انتیگرال حدونو 
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 له دې سره هغه مشهور فرمول ته ) چې لروده مو( راځو:

            ۳۳۵                                     څرخېدونکي تنونه:                                        

----------------------------------------------------------------------------------- 

hr
hr

V 


 
 2

2

3

1

3
 

يوې کرښیزې ) خطي( تابع) د بېلگې په توگه   f(x) = mxپه محور د   xيو مخروط  د  

f(x) = 0,5x  .( څرخېدنه)څرخون( ده 

 د يوه مخروط شمېرنه

ي چې لومړى د کوادر حجم وشمېرو. دلته د دې گراف لاندې په  ډېرو دلته  نه شو کولا

پنډوالې سره . د دې کترو  د سطحو مساحت وشمېرئ، چې  dxکترو کتره کول دي د    
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لري داسې په نامه د پروت تقاطع تابع او بیا يې انتیگرال په ورکړ شوي     f(x)وړانگه  

 انتروال  کې ونیسئ.    [5;0]

  72.32
12

1
)(

5

0

3

5

0

2 







 xdxxf  

     لپاره دۍ  د يوه  مخروط  د حجم  معیاري )ستاندارد( بڼه وکتل شي.د پرتلې 

72.32
3

1 2 hr 

 لنډ :    

په محور وڅرخول شي،  يو جسم چې لاس ته راځي،  چې موږ   yيا  xکه يوه منحني د  

سره  او  دا   همداسې    دا جسم په نريو کترو يا زونونو ټوټه کوو،  د پنډوالي  

توانو بدلوو، نو په نزدې توگه لکه  د مخه د حجمونو لپاره په ورته نزدې توگه په اس

 لاندې بڼه لاس ته راځي:

په محور څرڅونه:   xد 
2

1

2

x

x

x dxyV                                                                 

 په محور څرخونه: yد  
2

1

2

y

y

y dxxV  

                                                   څرخېدونکي تنونه:                              ۳۳۸          

----------------------------------------------------------------------------------- 

 :۱۳.  ٢بېلگه 

انتروال  کې د وضعیه قیمتونو په محورونو   [2 ,0]تابع   گراف په     y = x²/4د 

 څومره دى؟څرخي. دا  د منځ ته راغلي څرخېدلي جسم حجم 

y² = xپه محور څرخېدنه:     xد 
4
/16, x1 = 0, x2 = 2 

 4.0
16

2

0

4

  dx
x

Vx 
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 x² = 4y, y1 = 0, y2 = 1په محور څرخېدنه:   yد 

 24

1

0

  dyyVy 

 

 حجم.ډکی يا دونکي جسم ید  ناڅرخ

 Quader  (ز جسمیشپږ اړخمستطیل يا بربع المکعب )

 

کېدى شي د  دا لید شکل د استوانې څخه راته معلوم دى، فقط دا ځل نه څرخي. حجم يې

  dxاو يا د صفر په لور تلونکې     (V = r²h)عادي کوادر په څېر وشمېرل شي  

                                       سرورې مربع وې  ټوټه شي.  د دې لپاره دې د پروت غوڅي ) قاطع(  سطحه وشمېرل

       ۳۳۳                                         څرخېدونکي تنونه:                                    

-----------------------------------------------------------------------------------

د پروت قاطع تابع دې جوړه شي د دې  بیا بايد انتیگرال  ونیول شي. په     q(x)شي، يعنې 

ټولیزه توگه  دا معنا لري:  
b

a

dxxqV )( 

 q(x) = [f(x)]²د پروتقاطع تابع  د ژۍ تابع  مربع ده:  په دې بېلگه کې تصادفي

انتروال  کې د پروتقاطع تابع  سره انتیگرال کړو،   5تر 0تابع    له     f(x) = 3که موږ  

لاس ته راشي.   V = r²h = 45نو بايد     459)( 5

0

5

0

 xdxxq 
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 ټولګه              

، نودا ټاكلى اينتیګرال محور لاندې لور ته وي -xسطحې د منحني تلنه دy=f(x) كه د تابع 

تل مثبت مساحت لاس ته راوړو، نو  د اينتیګرال  لپاره چى د سطحې  به منفي وي. ددې

 مطلقه ارزښت نیسو يعني منفي اينتیګرال.

په ځنو پوښتنو کې د سطحې مساحت شمېرل کیږي، چې د دوه توابعو گرافونو ترمنځ پرته 

اينتگرالونو د کمښت  له لارې و شمېرل ده. دا ډول د سطحې مساحت کېدی شي د  ټاکلو 

محور پورته لور ته پراته وي،نو د لاندې شیما څخه مخ ته -xشي. که دواړه ګرافونه د  

 ځو :

 
  

A2 A1 A 

                                        
21 AAA  

                                                   څرخېدونکي تنونه:                               ۱۴۷         

-----------------------------------------------------------------------------------  

y=f 1 د منحنیو (x) y=f 2او  (x)   

 پولو کې   تر منځ  پرتي  سطحې  مساحت په لاندې

y=f 1   او    پورېx=b تر x=a   له (x) 2 او y=f (x). 

په محور  په انتروال   xدنه  د یرخلپاره، چې د سطحې په څ  دونکي جسمید يوه څرخ

[a,b]    کې دf   تابع له گراف ، دx   له محور او له دواړو کرښوx = a   او x = b 

 ترمنځ   جوړيږي، رابنده وي. 
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 رل په لاندې ډول دى:ید حجم  شم 



b

a

dxxfV 2))(( 

 دنهیپه محور څرخ yد 

 تابع گراف  د  f انتروال  د   [a,b]په محور(، چې په   yد يوې سطحې  په څرخېدنې ) د 

y   محور او د دواړو کرښوy = f(a)   اوy = f(b)     له خوا رابند وي بايد دy = f(x)   

 x = fبڼه بدله شي و 
− 1

(y)      معکوس تابع  ته . دا شتون لري، کهf  متمادي او غښتلي

وټه په ټوټو ټ   fيوغږيز وي. که نه) لکه په پورته شي شکل کې( نو شايد ممکن وي،چې 

شي، په هغو کې چې   متمادي او غښتلى يوغږيز وي.  دا دلته منځ ته راغلي حجمونه بیا 

 ځانله شمېرل کیږي او سره جمعه کیږي. 




))(,)((max

))(,)((min
))(( 21bfaf

bfaf
dyyfV  

 د څرخیدونكي بدن ډكى)حجم(: (  ۶.  ۵جمله  

 متمادي وي، د څرخیدونكي بدن حجم چى د سطحو y=f(x) كي دى[a,b]په اينتروال

y=f(x),y=0,x=a,x=b  كیږي داسى دۍ: ځ ، راپیداترمن 

 

b

a

dxxfV
2

)( 

              ۳۳۹                                 څرخېدونکي تنونه:                                          

------------------------------------------------------------------------------------

 و ترمنځ تناسب:د توتې، غونډاري)کرې( او مخروط د حجمون

V)استوتنه(توته : V)غوندارى)کره : V1 : 2 : 3 = مخروط 

لگې په توگه  یيوې کرښیزې ) خطي( تابع) د ب f(x) = mxپه محور د   xيو مخروط  د  

f(x) = 0,5x دنه)څرخون( ده.ی( څرخ 

په محور وڅرخول شي،  يو جسم چې لاس ته راځي،  چې موږ   yيا  xکه يوه منحني د  

سره  او  دا   همداسې    سم په نريو کترو يا زونونو ټوټه کوو،  د پنډوالي  دا ج
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په ورته نزدې توگه په استوانو بدلوو، نو په نزدې توگه لکه  د مخه د حجمونو لپاره 

 لاندې بڼه لاس ته راځي:

په محور څرڅونه:   xد 
2

1

2

x

x

x dxyV   

 په محور څرخونه: yد  
2

1

2

y

y

y dxxV  

)(22په محور د  xد  xrxf   څخه کره منځ ته راځي)پورته د دنې یتابع   څرخ

 ننوتنې شکل.

دى شي په گردو ټوټو ټوټه شي، پرته  غوڅوونکې تابع   يې   یدا تابع هم ک

q(x) = π[f(x)]²   .رل شي.ید دې ټوټو د انتیگرلولو له لارې دې بیا حجم وشم  ده 

 

 تمرينونه:

 رئ.یماو د دې د معکوس تابع تر منځ سطحه وش   y = f(x) = x²د      - ۱

 محور ترمنځ سطحه وشمېرئ.  Xد  گراف او   - ۳

 

                                                   څرخېدونکي تنونه:                              ۱۷۱          

----------------------------------------------------------------------------------- 
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طحې مساحت وشمیرئ، چې د وکړ شوو مساواتو منحنیو څخه را بنده شوي د هغې س -۷

 وي:
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                    ۱۷۱                               څرخېدونکي تنونه:                                        

-----------------------------------------------------------------------------------
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0د ساين د منحني گراف او د کوساين د منحني گراف يو بل په انتروال   - --١ 2x    

 کې غوڅوي.
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 د دواړوغْوڅټکو تر منځ له دواړو منحنیو را بندې سطحې مساحت وشمېرئ.

xyد gد  اکسپوننشل منحني   -٢ e سره  او  په انتروال 0,1 دp  پارابول د

2 1y x     .سره را بنده  سطحه وشمېرئ 

22د   gد کرښې   - ٢ 1y x   سره   او  په اينتروال 0, 2    د ساين منحني دy=sin 

x  .سره څخه رابنده سطحه  وشمېرئ 

2د   1pپارابول    - ۳ 3y x    2سره   اوp    22د 1y x    سره د 1, 2   په

 اينتروال يوه سطحه را بنده وي.

 د ا بنده سحه و شمېرئ.

اينتروال رابنده سره  په  y = -x-1يې  د   gسره  او کرښه د   Pد پارابول  – ۶

 سطحه لرو. دا  را بنده سطحه وشمېرئ.

په اينتروال   - ۹ 2,1  1دg  3کرښې   دy x    2سره  اوg   2دx+1  سره څخه را

 بنده  سطحه وشمېرئ. 

2پارابول   –  - ۱۱ 6 5y x x      دp سره او کرښهg    دy+-x+1  سره رابنده

 سطحه.

 د دې سطحۍ  مساحت وشمېرئ.

 

                                                   څرخېدونکي تنونه:                              ۱۷۱          

----------------------------------------------------------------------------------- 

2د  pيوه کرښه  يو پارابول gد     --۱۱ 2y x    1سره  په 1x    2او 2x    کې

 غوڅوي.

 بندې سطحې مساحت وشمېرئ.د  کرښې او پارابول څخه را
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20,5د   pيوه کرښه يو پارابول    gد   – ۱۳ 4y x x     1سره په د 2x     او

2 4x   .ټکو کې غوڅوي 

 د دې کرښې او پارابول څخه رابندې سطحې مساحت وشمېرئ. 

 

0د ساين د منحني گراف او د کوساين د منحني گراف يو بل په انتروال   - ۱۷ 2x    

 کې غوڅوي.

 واړو منحنئو را بندې سطحې مساحت وشمېرئ. د دواړوغْوڅټکو تر منځ له

 

محور سره   سطحه پوره  xسره د  تابع  گراف د    fد    - ۱١

 رابندوي. 

 د دې مساحت وشمېرئ.

 Iسره او د وضعیه قیمت  په     y=a.(1-sin2x), (a>0)تابع گراف د     fد    - ۱١

 ه سطحه لرو.)اوله( مربع کې ) قیمتونو څخه را بنده سطحه( پوره رابند

 سطحې يوونونه ) واحدونه( دى.    (x-2)د کومو ارزښتونو لپاره  د سطحې  مساحت   

 

په محور څرخي. د منځ ته راغلو  څرخېدونکو   xد لاندې توبعو گرافونه هر يو د   -۱٢

 جسمونو حجم  وشمېرئ.

   4;2|,1)2(
2

1
)()4;0|,2)() 2  xxfbxxfa 

څرخېدوکو   په مخور څرخي. د منځ ته راغلو   xد لاندې توبعو گرافونه هر يو د  - ۱٢

 جسمونو حجم  وشمېرئ او د ساده شمېرنو سره  يې و ازمايئ.
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   5;1|,
2

1

2

1
)()3;0|,5)()  xxfbxxfa 

په مخور څرخي. د منځ ته راغلو  څرخېدوکو    yد لاندې توابعو گرافونه هر يو د --۱۳

 جسمونو حجم  وشمېرئ.

]3;1[1,)2()()]4;0[1,)() 2  xxfbxxfa 

په محور څرخي. د منځ ته راغلو  څرخېدونکو    yد لاندې توبعو گرافونه هر يو د -۱۶

 وشمېرئ او د ساده شمېرنو سره  يې و ازمايۍ.جسمونو حجم  

]4;0[1,2
2

1
)()]4;1[1,1)()  xxfbxxfa 

دو سره يو لوښى منځ ته راځي. ید  پارابول د څرخyد پارابول  په  سیومتري محور  ۱۹

hrvوښايئ، چې دا     2

2


 حجم لري.   

hrv  2

2


    

0د ساين د منحني گراف او د کوساين د منحني گراف يو بل په انتروال   - ۳۱ 2x    

 کې غوڅوي.

                                                   څرخېدونکي تنونه:                                 ۱۷۳       

-----------------------------------------------------------------------------------  

 د دواړوغْوڅټکو تر منځ له واړو منحنئو را بندې سطحې مساحت وشمېرئ.

محور سره   سطحه پوره  xسره د  گراف د   تابع   fد    - ۳۱

 رابندوي. 
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 د دې مساحت وشمېرئ.

 

 Iسره او د وضعیه قیمت  په     y=a.(1-sin2x), (a>0)تابع گراف د     fد    - ۳۳

 )اوله( مربع کې ) قیمتونو څخه را بنده سطحه( پوره رابنده سطحه لرو.

 سطحې يونونه ) واحدونه( دى.    (x-2)د کومو ارزښتونو لپاره  د سطحې  مساحت   

 

محور څرخي.  د داسې منځ ته راغلو  xلاندې د څرخیدونکي بدنونو گراف په   ----۳۷

 څرخېدونو تنونو حجمونه)ډکي( وشمېرئ. 

   21
) ( ) 2 , 0;4 ) ( ) ( 2) , 2;4

2
a f x x I b f x x I      

محور باندې څرخي داسې منځ ته راغلي  xد لاندې څرخېدونکو بدنونو گرافونه د  ---۳١

 سره يې وشمېرئ. حجمونه)ډکي( وشمېريئ او په ساده حساب

   
1 1

) ( ) 5 , 0;3 ) ( ) , 1;5
2 2

a f x x I b f x x I       

 د لاندې توابعو د څرخون له لارې منځ ته راغلو تنونو حجم وشمېرئ.      ---۳٢

   2) ( ) , | 0;4 ) ( ) ( 2) , | 1;3a f x x b f x x I     

 

                  ۱۷۰                             څرخېدونکي تنونه:                                        

----------------------------------------------------------------------------------- 

په محور څرخي. داسې منځ ته راغلي تنونه و شمېرئ   yد لاندې توابعو گراف د   ----۳٢

 و شمېرئ.يې هم او په ساده شمېرنه سره 

   4;0|,2
2

1
)()4;1|,1)()  xxfbxxfa 
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په محور څرخي. داسې منځ ته راغلي تنونه و شمېرئ   yد لاندې توابعو گراف د  ---۳۳

 ئاو د ساده شمېرنې سره يې هم و شمېر

   3;1|,)2()()4;0|,)() 2  xxfbxxfa 

   4;0|,2
2

1
)()4;1|,1)()  xxfbxxfa 

 

هغه ناټیکاوي، چې د نصاب په کتاب کې شته، داسې لږڅه به يې زه دلته له تاسو سره 

 شريک کړم

 

 

 لیکنې:او ناچاپې  شینواري چاپ  ) میږي( د ډاکتر ماخان

 ته شي.ورته پ www.ketabto.comپه ډېره مننه، چې زما کتابونه به ټول 

1988 Vienna (Austria): 

 لومړی:

H.K. Kaiser , M. Shinwari : Aproximation compact pological algebra : 

contributions to general algebra 6 ; Page 117 – 122 

1987 Vienna (Austria): 

 دویم:

Interpolation und Aproximation durch Polynime in Universalen  Algebren .  Diss . 

Uni. Wien  

Interpolation and Aproximation by Polynome in universal   Algebras,  Dissertation 

at the University of Vienna/Austria 

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

  

توري ود  ټولنه،،له لرپوهنې پښتوټول کتابونه  په المان کې د ،، افغانستان کیارند  د شم

 خوا  چاپ شوي دي

2000 Bonn (Germany): 

نري، فزی   او اقتصاد جره د انیسرپوهنې بریرپوهنې ستر کتاب :  د شمید شمدریم:   

مخونو کې چاپ  ۲۱۱کوونکو لپاره ) دا کتاب    په  لپاره ، همداسې  د ښوونکو او زده

 (ځنو ځایونو غزېدلې او ځنې ځایونه تر  لر  شوي دياو دا نو  لیکنه به یې  

 

2003 Bonn (Germany): 

او کټې د کټې  –ګټې  رنه، دیزرو کې شم ،، په سلو ) هندسه(ځمککچپوهنهڅلورم:   

 کوي رنه  ، د اختمالوالي شمېرنه  کتاب  د ښوونځي ټولې اړټیاو  پورهیشم

2003 Bonn (Germany): 

 الجبرونه ) د الجبر بنسټونه دي(پنځم:    

2003 Bonn (Germany): 

 پښتو ډکشنري. –رپوهنې   انګرېزي ید شمشپږم:  

2003 Bonn (Germany): 

 او پښتو الماني ډکشنري -اني ـ پښتورپوهنې المید شماووم: 

Mathematical dictionary German/ Pashto and Pashto/German 

2003 Bonn (Germany): 

 شوی( دۍ، ساده لیکل    دفرنڅیال برابرون  ) دا کتاب په د  څانګه کې یو پیل اتم:  

Differential equation Translation; An Introduction 

): 2003Bonn (Germany  
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 ر پوهنې فرمولونو ټولګهید شمنهم: 

Mathematical  Formulas 

2003 Bonn (Germany): 

 رپوهنه له دربي په پښتویشم لسم:  

 

Bonn (Germany): 1997 

 د افغانستان په هکله سپینې خبر :  په     المان  کېیوولسم: 

 ،،د افغانستان روغې او بیا ابادولو ټولنه،، له خو     

،،د افغانستان روغې او بیا د  کال دمخه ډاکتر ماخان شینواري ۱۱۱۱نه:    له یادو.

  له خوا در  ساسي مجلې هم را وستلي. ابادولو ټولنه،،

 

 د ډاکتر ماخان ،،میږي،، شینواري لیکنې او ژباړ  چې په چاپیدو یې پیل کیږي

2012  Bonn; Germany; Kabul Afghanistan 

 ژباړ :

 Prof. Brinkmann. (From Brinkmann.du.de)    : 

 ارند  د برینکمن لیکنې چې له پرینکمن ن ج څخه ژباړل شوي دي.

 شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره   لومړی ټوک      - ۱

 شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره      دویم ټوک – ۱

 شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره      دریم ټوک – ۲

 د ښوونځي لپاره                د احتمالوالي شمیرنه - ۳
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 احصایه یا ستاتیستی             دښوونځي لپاره – ۰

 

ارند  کتابونه د شتوتګارت د پوهنتون د استادانو د لکچرونو څخه چې د شتوتګارت 

 پوهنتون ن ج څخه خپاره شوي را ژباړل شوي.

  ۱انالیزی     – ۱

 ۱انالیز     – ۴

 کرښیز الجبر  – ۷

 نه   د شمیرپوهنې بنسټو  - ۲

 د فرمولونو ټولګه  - ۱۱

 فنکشنل انالیز – ۱۱

 وکتور شمیرنه  – ۱۱

 

 نور  ژباړ 

 څخه:کرښیز الجبر .grundstudium.info/linearealgebra/wwwله  – ۱۲  

۱۳ –   Georg Gutenbrunner  ګڼونپوهنه یا د اددادو تیوري 

 

 زما لیکنې 

Bonn (Germany): 

رپوهنې ید شمدا کتاب :  د پوره تغیراتو سره چاپ  دویم رپوهنې ستر کتابید شم - ۱۰

  ره د یبرسبرخې 
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پوره  نري، فزی   او اقتصاد لپاره ، همداسې  د ښوونکو او زدهکوونکو لپارهجان        

 ګټور دی. په 

  کتاب کې د اړتیا سره زیاتونه او کونه راغلې        

 تو سره ځمککچپوهنه  ) هندسه(  دویم چاپ د پوره تغیرا - ۱۱

 الجبر بنسټونه دویم چاپ له تغیراتو سره – ۱۴

 ډېرۍ پوهنه یا سټ تیوري  - ۱۷

 د شمیرپوهنې سم اند ) منطق ریاضي( – ۱۲

 د یو څو شمیرپوهانو ژوندلی   - ۱۱

 د شمیر پوهنې ګډ  وډ  لیکنې – ۱۱

تیګرال داهم ژباړه ده، خو لیکونکی یې متآسفانه راڅخه نابلد شوی: د مشتق او ان   -۱۱

 شمیرنو ته  تمرینونه او اوبیونې یا حلونه یې

 د شمیرپوهنې انګریز  پښتو او دربي + در  ډکشنري  – ۱۲

 د شمیرپوهنې پښتو انګرېزي ډکشنري – ۱۳

 د شمیرپوهنې پښتو ډکشنري د شمیرپوهنیزو وییونو په پښتو روښانه ونه – ۱۰

په نړیول جالونو کې خپر  شوي د زړه له کومې) دا هغه لیکنې دي، چې ځنې یې   - ۱۱

 دي.(

 د افغانستان په هکله سپینې خبر ، چې وبه غزیږي. – ۱۴

 

 نوري لیکنې، چې په ژباړه یې پیل شوی، خو ار پوره نه دي

د شتوتکارت پوهنتون لکچرنوټونو څخه ، چې د شتوتګارت پوهنتون ن ج څخه    –

 خپریږي:
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 د  ګروپونو تیوري 

 د برینکمن لیکنهد ښوونځي لپاره فزی   -

له پنځم ټولګي  څخه تر اووم ټولګې پور  ژباړل شوی ) دا چې زما دویم مسل  فزی  

د شمیرپوهنې په -دی، دا لیکنې ژباړم. دا هم د د  لیکوال یوه ډېره ښه لیکنه ده، چې 

دلته هم زیات تمرینونه د حل یا اوبیونې سره په کې راغلي او ماته زیات ګټور  -څیر

 برېشي( 

 م ټولګي پور . -۱۱م لګي څخه تر -۴ښوودځي کتابونه له  د

 د دولسم ټولګی  شمیرپ،هنه – ۱

 

 زما لیکونه: 

Dr. Makhan Shinwari                                      ډاکتر ماخان شینواری 

Smakhan1946@gmail.com 

 اسلامي حمهوريت جمهور ريس جلاتمآب افغانستان د

 .ته په ډېر درنښت  غني  ډاکتر محمد اشرف 

له هر څه  د مخه دې بخښنه وي، چې ستاسو ډېر  د ارزښت ډک وخت نیسم، خو دا راته 

 ډېر اړيین بريښي او پرته له تاسو به يې څوک دومره جدي هم ونه نیسي.

پوهیږو، چې د پوهنې وزارت  د ولس د پوهنې مغذ جوړوي، پوهه له همدې ځايه پیلیږي، 

نو بايد همداسې  ،سم وي.  همداسې نصاب د يوه هیواد د پوهنې مغذ دی بايدچې بنسټ يې  

 اړخه په درنه سترګه او غور وکتل شي.ه ورته د هر

زه خبره را لنډوم او د افغانستان د نصاب ستونځو ته په لنډ ډول ګوته نیسم او په همدې 

 ډول ستونځوبیو يا د ستونځو حل ته يې.

ي کتابونه ولیکل او زه ترې المان ته لاړم، قرارداد پای ته م ټولګي د پښتو او در– ۱۳ما د 

ورسید. زما د کتابونو په ځای نور کتابونه چاپ شول، چې ناسم وو. په دې هکله د پوهنې 

وزارت ته زما لیکنه مل ده.  دا کتابونه ما بیا  له سره ترتیب کړل) لیکنې مې يې 
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ر نه کیده، چې دا به بیا بې زما له درلودلې( او چاپ ته مې چمتو کړل، خو دا مې باو

 شتون چاپ شي. 

 ما د کتابونو د لیکلو لپاره پیسې اخستي او دا لیکنې هم دا دۍ لرم، چې چاپ ته چمتو دي

ما چې دا نور کتابونه وکتل، نو دا مې لازم وګڼله، چې دا کتابونه هم زه له سره ولیکم، 

اضي کتابونه لیکلي او ژباړلي) نږدې تر مواد يې لرم، ځکه چې ما ډېر د شمیرپوهنې يا ري

کتابونو پورې(. د کتابونو منځپانګه د ښوونځي کتابونو لپاره هم پوره ده، تخنیکي  ۴۱

 کارونه يې بايد له يوه مسلکي کس سره سرته ورسول شي. 

 اوس مې يې په لیکلو او د ښوونځې لپاره په سمون پیل کړي دۍ.

معیاري  او د وخت د غوښتنو سره سمې دي، چې دا زما لیکنې مسلکي ناسمون نه لري،  

 زما د اخرنیو اوولس کالو د هڅو په اساس باوري ده.

 زه څه کولی شم؟

، چې زه باور لرمدا چې په دې هکله بل کوم هیوادوال څه نه دي ويلي يا لیکلي،  نو 

  یت لیکم.چې دې ته مې فکر را اوښتی. زه دا څه چې لیکم دا په پوره مسئول يواځنی کس يم

زما د ارمان د پوره کولو لپاره دي او په دې هکله ځان ما چې دا څومره لیکنې کړي، دا   

 د ولس پوروړی بولم.

او دا کار به په  راته وسپارل شوه، نو د کار میوه به مې وي ې دندهلیکن د  که د دې کتابونو

 نړيوال معیار او ښه توګه سرته ورسوم.

تابونو سره سر خوږولی، چې د هر ځل کځي د ښوونځي له نیم کال مې يواودا اخر ي

 لوستنې سره يې پوره زوريږم او د هر ځل لوستلو سره يې په ناسمون سر خوږوم.

زه هیله لرم، چې دا وخت راته راکړئ، چې د افغانستان رياضی معیاري کولو کې مرسته 

که د مخه مې چې ګوته وکړم او نه دا چې مرسته وکړم بلکه معیاري يې کړم. دا کار مې ل

  کړی.  مه هلورته ونیو

زه کړی شم، چې دا کار د المان څخه هم سرته ورسوم. که ماته دا وخت راکړ شو، نو زه 

 به له حکومت څخه د معاش غوښتنه هم ونه کړم او دا کار زما له خوا ساده کیدونکی دۍ.
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راتلونکی وخت د ښوونځي د رياضي لپاره به يو بنسټ کیښوول شي، چې په هغې د 

 شمیرپوهنه يا رياضي ابادېدی شي. دا بنسټیز مسلک به په نړيواله کچه سم شي.

 .سرته ورساوهپه دې لیکنه زما مسئولیت مې 

 له هر څه د مخه ستاسو له ستونځو مننه

 ستاسو ډاکتر ماخان شینواری

 

چې د دې لیک د نصاب د کتابونو د ناسمون  په ځنو برخو د نمونې لپاره لنډه څیړنه شوې، 

 سره مل ده.

 

 

 د پوهنې محترم وزارت ته زما لیکنه هم مل ده. 

 

 زک لومړۍ نیمایي     ۱۱۱۲د                                           ډاکتر ماخان شینواری

Dr. Makhan Shinwari 

Lansbergerstr.3           

5311- Bonn               

                  Germany                    

smakhan1946@gmail.com 

 

 د افغانستان اسلامي جمهوریت د پوهنې محترم وزیر صاحب ته په ډېر درنښت!
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 ډېرو درنو!

 غواړم دا ارند  دوه ټکي د تاسو محترم  سره شری  کړم:

ز ک پور  د درسي کتابونو  ۱۱۱۲ز کال څخه تر دسمبر  ۱۱۱۷لومړی: ما له مارچ  

م ټولګې  د شمیر پوهنې یا ریاضي کتابونه مې په پښتو او – ۱۱ه لرله او د لیکنه کې ونډ

 در  ولیکل.

م ټولګي  د شمیرپوهنې ) – ۱۱ما دا څه موده  د مخه د پوهنې وزارت په ن ج پاڼه کې د 

 ریاضي(کتاب ولوسته، چې ګورم هلته په کې زما د نوم درک هم نه شته. 

چې ننوتم، ګورم، چې هغه څه چې ما لیکلي ووهغه یا دویم : د کتاب خوندېونې یا متن ته 

 نه شته او یا تخریب شوي دي. 

ما په ډېر زور  او د زړه خوراک  سره د کتاب لومړۍ برخه یعنې د ،، پولې ارزښت،، 

یا لیمیټ برخه وکتله، چې ګورم، نو دا مې تر  ارس ته راوړه، چې دا نه ریا ضي  ده او 

لیکلې نه دا چې په ریاضي نه پوهیږي په پښتو هم نه نه پښتو او هغه  چا چې دا 

 پوهیږي. 

 

 زما په لیکنو کې نوښت:

دا باید په ګوته کړم، چې زما لیکنه په نړیړال معیار وه، چې منځپانګه یا متن یې طبعآ زه 

 لرم.

 لومړي: دا لومړي ځل دی، چې کتاب مې لومړی په پښتو او بیا په در  ولیکه.

نه وه، چې په لیکنه کې له ایراني کتابونو   ګټه نه وه اخستل شو  او دویم: دا لومړۍ لیک

 لیکنه  له الماني ادبیاتو  او  داسې څه  له انګرېزي ادبیاتو رانیول شوي وه.

 دریم: زما کتاب معیاري لیکل شوی وو او تر  ښه لیکنې یې شونتیا نه لرله.
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 په ارند  توګه مې غوښتنه او هیله :

 

 د  پوه شم چې ولې داسې شوي، چې زما نوم  له کتاب څخه وتلي؟ زه بای -اول 

که یواځې یوه لیکنه هم په کې زما پاتې وي، نو باید زما نوم په کې وی. دا ماته له ما 

سره او زما د دوه کاله په د  ارر کې د ستونځو ګاللو له امله او نه اخر زما د دلمي کار 

 سره  هم تیری برېښي؟

پیسې اخستي او لپاره مې  م ټولګي کتاب لیکلو لپاره ماډېر – ۱۱ې د تاسو پوهیږۍ، چ

 یې ښه کار کړی وو، چې ارس ته راوړنه یې باید داسې نه وی.

 

د کتاب دا لیکلې  لومړۍ  او هم داسې سرسري دویمه برخه، چې ما لوستلې، د  -دویم

 ښوونځیو لپاره د زغم نه دي. 

شي او بیا ولیکل شي، ځکه چې په د  خو لیکونکي  زما وړاندیز: دا کتابونه باید راټول

او د  نه پوهیږي ، نو له د  امله نه ښوونکي پر  پوهیدی شي او نه زده کوونکي

پوهیدلو معقول څه هم نه لري. د  ته ګوته نیسم، چې په د  نورو کتابونوکې به هم ورته 

 ستونځې وي، خو زما یې کتنه اوس د ارسه نه کیږي، ځکه چې .....

 

 د داسې کتابونو لیکل او ښوونځیو ته وېشل د پوهنې وزارت لپاره توهین دی.

 

هرچا لومړی له  زه له د  امله د کوچني اختر وروسته کابل ته درځم او هیله لرم، چې د 

 یو ځل وزارت ته درشم.     ۱۴تاسو سره وګورم. زه به د اګست  په 

 

ځایونه داسې ځغلند وکتل، باور وکړۍ،  یادونه: ما په د  اخرو څو ورځو کې د کتاب ډېر

 چې د هر  موضوع د لوستلو سره زورېدلی یم. 
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 له تاسو سره په کابل کې وغږیږم. -که لوي څښتن کول –زه به په د  هکله 

 

 ستونځو مننه  له هر څه د مخه له تاسو ستاسو له

 ستاسو ډاکتر ماخان شینواری

 

 یوه هیله

رو پاڼو او رادیو تلویزیونو څخه هیله لرم، چې دا زما زه د افغانستان د ټولو ن ج ، نو

 لیکنه ګرانو لوستونکو ته وړاند  او په نورو اړونده لیکنو  هم همدا مرسته وکړي.

 

 د ریاضي کتابونو د چاپ مخه ونیول شي

 

 ولې؟

په د  نږد  څو میاشتو کې د نصاب کتابونه بیا چاپ ته وړاند  کیږي او ګومان مې 

معیار سره سم سمون به په کې نه وي راغلۍ، نو له د  امله یې د چاپ  دۍ، چې داسې د

مخنیوی اړیین او په همد  ډول یې  سمون هم اړین دۍ، چې په ارند  کې یې  ستونځو 

 او  ستونځوبیو ) د ستونځو حل( ته هم ګوته نیسم.

شخصي زه د شمیرپوهنې ټول د نصاب پوهانو ته درناوی لرم او هیله ده، چې دا لیکنه 

 وه نه نیسي. 

 

ز ک وروسته د شمیرپوهنې په کتابونو پیل وکړ، چې تراوسه  ۱۲۲۷ما له نږد     --

مې نږد  څه کم څلوېښت کتابونه لیکلي، چې له جملې یې له شلو ډېر چاپ او نور ناچاپ 

) د  پاڼه کېاوس نه   www.kitabtoon.comغوره یې په   ۱۳دي. د د  کتابونو 

وي او  همداسې له ما څخه شمیرپوهنې ته ځانګړ  شو  پاڼه کې تر شته( کې خپاره ش
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کتابونو ن ج ته پورته شوي او دا نور به هم په خپل وار ن ج ته پورته شي.  زما  ۱۰

 smakhan.wordpress.comپاڼه  

دا زما ن ج پاڼه په نا ښکلې ډول یواځې زما د شمیرپوهنې کتابونو ته ځانګړ  شو ، 

ونه په کې خپاره شوي او نور به هم په کې خواره شي. پاڼه ښکلې نه، چې زما زیات کتاب

خو خپله موخه پوره کولی شي او موږ ټولو سره مرسته کولی شي، چې شمیرپوهنه په 

 ګډه سمه او معیاري کړو.

 

 

 ګرانو هیوادوالو!

افغانستان د  اوږد  جګړ  په هر اړخ کې بې ساری زیانمن کړی او همداسې په 

 خ کې هم. د افغانستان نصاب هم له د  ناخوالو بې برخې نه دۍ پاتې شوی.پوهنیز اړ

لکه څنګه چې پوهنه د هیواد مغذ جوړوي،  همداسې نصاب د پوهنې مغذ دۍ، نو له د  

 امله زیاته پامرنه هم غواړي.

ما په نصاب کې د دولسم ټولګي پښتو او در  کتابونه ولیکل، د قرارداد وخت پوره شو، 

 –واخستلې او زه تر  ارړم،  چې متآسفانه له ما لیکلي کتابونه چاپ نه شول پیسې مې 

دلت یې دا وو، چې ګران لیکونکي یا لیکونکي وښایي، چې دوي دا کار ښه کوي، نو 

او په ځای یې متآسفانه ناسم   -ولې دا د هیواد دباند  افغانان د  د  کار ته راوبلل شي

ز ک کې پوهنې وزارت ته یو لی  هم  ۱۱۱۱په کتابونه چآپ شول. په د  هکله مې 

 لیږلی وو، چې 

 

ما متآسفانه چې پوره ناوخته دا نور د ښوونځي چاپ کتابونه وکتل او د  نتیجې ته 

 ورسیدم، چې د ریاضي کتابونه باید سم او معیاري چاپ شي او نه دا ناسم بیا چاپ شي.

 دا وړاندیز ولې ما په نصاب کې نه دۍ کړي؟ 
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ینۍ سره به ووایم، چې د کار په سر کې مسئولو چې په کار پوه نه وو، بل څوک په خواش

هم کار ته نه پرېږدي او د چا خبره د چا غوږ ته هم نه رسیږي. ما په همغه وخت کې هم 

د ټولو لیکنو لپاره وړاندیزونه لروده او هلته مې ورته چاپ او په میز ایښودلي وو، خو 

 او یا یې تر  د ګټې اخستلو توان نه ارره. چا نه غوښتل ګټه تر  واخلي

 

 

ما ته د هغو د لیکنې متود ښه ونه برېښیده، ځکه چې استادان د دارنګه لیکنو سره بلد نه 

دي، نو له د  امله د پوهنې متن سره له هغې څو واره زیاتې څنګیز  لیکنې کوي، چې 

 موخه ور نه دي.

 

ونیول شي، نو د  ته مې هم چمتووالی باید  ما چې پتیل، چې د کتابونو د چاپ مخه باید

 ښوولی وي، چې د کتابونو معیاري او سم لیکلو امکان هم باید شته وي. 

 

دا امکان شته. ما دا کار سرته رسولی، کتابونه مې ټول داسې خام پوره کړ ، چې زیاتو 

 برخو ته  یې ، څو واره وړاندیزون هم شته. 

 

ډېر په بیړه وشي، نو دا کار هم کیدونکی دۍ، خو باید څو که د کتابونو د چاپ کار  باید 

 تخنیکي کسان د مرستې لپاره  چمتو وي. 

 

د چاپ کتابونو په ناسمون مې لیکنه کړ ، چې ګران لوستونکي یې په   

smakhan.wordpress.com  کې لوستلی شي او که ن ج ته پورته نه شو، نو مینه وال

 نا پتې له ارر  ارس ته راوړی شي..او په د  هکله لیوال یې د برېښ

 ما د هرکتاب څخه لږ ترلږه یوه برخه داسې د نمونې په څیر څیړلې.
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د د  لپاره چې د شمیرپوهنې مینه وال ګران لوستونکي په ستونځو وپوهیږي، نو اړیین 

بولم، چې د ښوونځي کتابونه هم وګوري او اړونده موضودګانې زما د چاپ او ناچاپه 

پرتله کړي) کتابونه په پورته ن ج کې شته دۍ، چې ځنې یې راکښته کیدی  لیکنو سره 

 شي او هم یې هلته ګران لوستونکي لوستلی شي(.

 

زه په دولت کې او له دولت دباند  د ټولو اغیزمنو هیوادوالو څخه هیله کوم، چې په د  

د  زموږ د ځوان راتلونکي سره مرسته وکړي او  ارر کې له ما او له د  ارر 

 شمیرپوهنې معیاري کولواو سمون امکانات راته چمتو شي.

 

 زما د کار دوه امکانات شته:

لمړی: دا کار زه کړی شم، چې له المان څخه هم سرته ورسوم او په ښه توګه، په د  

  -د ځوانانو سره د مرستې له امله  -حالت کې به زه د زحمت په مقابل کې له اجور  

 تیر شم.

ستان کې که دا کار سرته ورسیږي، دا به ګټور وي، ځکه چې په افغانستان دویم: په افغان

 کې به په ټولو خواوو کاروشي.

 داڅه وروستۍ خبر  ما هم رامخ ته کړ .

په ارند  کې زما لیکنې  د افغانستان اسلامې جمهوریت جمهورر ریس جلالتمآب اشرف 

او هیله مې ده، چې ویئ غنې او د پوهنې محترم وزارت ته  لی  کې هم لوستلی شۍ 

 لولۍ. 

 ستاسو له ګڼو مشورو به ډېر منندوی یم.

  smakhan1946@gmail.com   زما د برېښنا لی  پته:

 ستاسو ماخان

 

 :ناسمونونو ته کتنه دولسم ټولګي کتابنصاب د د 
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و شوی او په سر کې یې دوه ترادوفونه لومړي: په دولسم ټولګې کې پیل له ترادفون

 راوړي او دا یې بیا په یوه ګراف یا کرښه د ښي او کیڼې لور  یو  پولې ته ځغلولي.

 م مخ– ۲د کتاب 

 

 

 زه پوهیږم، چې دا کار د  درنو لیکواارنو ولې کړی؟ 

 له همد  پیله روښانیږي، چې محترم لیکونکي د درس سره کومه بلدتیا نه لري.  

سره نه برابریږي، لکه ښاغلی لیکوال چي »  ۱رته کې دا دوه پرلپسې هیڅکله له ( په پو

 لیکي.

 پسې یې بیا د پرلپسې یا ردیفونو لپاره بیل بیل ګرافونه  کښلي.

په پرلپسیو یا ردیفونوکې چې موږ لیمټ راوړو، نو موخه تر  د پرلپسې کونورګنت او 

د کونورګنت حالت کې د  پرلپسې له ډیورګنت دي. په پرلپسې کې اړین نه ده، چې 

 دواړو لورو پولې ته ارړ شي، خو داسې پرلپسې شته او هغه یو ترادف دی نه دوه.

دویم: دا ارند  څه چې راغلي، هم کوم درس پور  اړوندوالی نه لري، همداسې څه یې 

لیکلي. دی د ناسم د ترادف درس څخه سملاسې داسې یو  موضوع ته راغلی او بیا د 
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او کیڼ لور  لیمیټ ته راځي او که وکتل شي، نو په لیکنو کې کوم توپیر نه شته. ښي 

ده کړ  څه نه لیدل کیږي او دا اخره کرښه یې داسې ده، چې په د  موضوع کې زدلته د 

 کومه پوهه هم نه لري.

که چیر  دا ټی  هم وي، نو ځای یې بې ځایه ځکه راوړي، چې د ښۍ او کیڼې لور 

 لته هم ناسم د ، په اووم مخ کې څیړل) که چیر  څیړنه یې وبولو(لیمټونه، چې ه

 

په ارند  کې ،، د متحول تقرب،، یعنې څه؟ دا هیڅ مفهوم یا تر  پوهیدنه نه لري. که ... 

ترادف وي هم باید د ترادف په ډول ولیکل شي او که تابع وي هم باید د تابع په ډول 

 ولیکل شي.

 

 

 د   
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ان لیکونکي بلدتیا نه لري او نه داسې څه د مخه راغلي، چې روښانه ډول لیکنو سره ګر

 شو  وي

داسې لیکنې د ښوونځیو لپاره ستونځمنې دي. له د  امله ماهم په خپلو لیکنو کې نه و  

 راوړ . ګورو چې د کتاب ناسموونکې هم دا څه ناسم یا بې له تشریح کارولې.

 په د  هکله زما لیکنه په ارند  کې شته.

 

دریم: په ارند  تعریف کې د پوهیدلو څه  نه شته او په د  ریاضیکي تعریف خو نه 

پوهیږي، خکه چې په ارند  یې د پوښتنې د حل نتیجه   راوستلې او دا بحث له د  سره 

 په رښتیا کې هیڅ سر او کارنه لري.
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 نه د  ښوول شوي، چې څه شی دی او څه بلل کیږي.  او   دا سومبولونه 

ي لیکونکی په اووم مخ کې بیلګه راوړي او بیا دا ښایي، ښي او کیڼې لور  لیمیټ ښاغل

 یې شمیري. 

ولیکي،چې هلته فنکشن تعریف نه دی. دی بیا    لپاره    باید  د  

 په ناسمه توګه  په جدول کې لیکي. دا چې دا باید څنګه ولیکل شي، زماپه لیکنو کې شته.

 

قیمت نه شي اخستلی، هلته فنکشن تعریف نه دی، نو له د  امله په  3د xپه پورته کې 

ته ور  3اخستلی شي، هلته  3جدول کې، نه د ښۍ لور  او نه د کیڼې لور  دا ارزښت 

 نږد  کیږي.

 د بیلګې حل یې هم بیا سم نه دۍ کړي، په هغه ورسره بلده ارر.

 دا هغه د کاغي او د زرکې خبره ده.........
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 ګې د حل نتیجهد بیل

ε = δ             

دا د دی بحث سره سر او کار نه لري یعنې دا مو موخه نه ده، نو باید ووایم، چې دروند  

لیکونکي د موضوع څخه بوي هم نه وړي.) بخښنه د  وي، که زما لیکنې داسې لږ 

 توند  برېښي(

 یدل کیږي هم نه.هاو بې ځایه مخ ته ځي، چې څه تر  پو

 

 

 ه ته په لنډه توګه زما نوره لیکنه او ټیکاوی:د  پورت

د کتاب په پیل کې راوړل شو  د ترادف یا پرلپسې موضوع باید د یوولسم ټولګې کتاب 

کې پوره څیړل شو  وی، مګر هلته یې یواځې دا نومونه راوړل شوي  او نور لیکونکي 

 له موضوع څخه تیر شوی. -بې له د ، چې د موضوع اړیین څه راوړي  –

د د  مودوع څخه موخه د ترادف پولې ته تلنه یا کونورګنت او له پولې اووښتنه یا ناپای 

ته تلنه یا ډیورګنت  او... دي،  چې بې له د  په رښتیا کې د ترادف یا پرلپسې څیړنه 

کوم غوره والی یا اهمیت نه لري، یعنې خپله موخه له ارسه ورکوي. دا د یوولسم ټوګي د 

ه رښتیا کې خپل غوره والی او اړیینوالی له ارسه ورکوي. نور ترادف درس، نو پ

سموالي او ناسموالي ته یې ګوته نه نسم، همدا بسیا کوي، چې څه په کې نه دي ویل شوي 

 یا لیکل شوي.

 

 م ټولګې کتاب ته:– ۱۱د 
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یادونه: دا چې ګومان کیږي د داسې لیکنو سره به بلدتیا لږ وي، نو تشریح به راڅخه لږ 

 ره شي.ډې

 د ،، پوله ارزښت،، په څیره کې ښوونه

 

د  د حقیقي اددادو )ګڼونو(  ترادف یا پرلپسې  وي، نو ددد     که  

ته  aته کونورګیر کیږي یا   a د   ترادف یا پرلپسې  پوله ارزښت بلل کیږي او پرلپسې 

کې  له  لپاره په   انتروال   هڅیږي یا نږد  کیږي، که د هر  

یوه اندکس یا پیژند نخښې  اخوا یا وروسته یا پسې  د پرلپسې یا ترادف ټول غړي) دوي 

ای ډېر غړي له پیې حدونه یا جملې بولي، نه پوهیږم ولې؟( د انتروال په دننه کې او فقط 

 انتروال څخه دباند  پراته وي.

 څخه تیریږم( ېدنور  اوږد  روښانه ونکي شنن )

 لنډ پیژند یې: 

لپاره یو طبیعي یا  پوله بلل کیږي، که د ټولو   د ترادف   ددد 

 باور ولري، که  شتون ولري، داسې چې  پیداېښتي ددد 

 وي.

شته، داسې چې له د  ایندکس  لپاره یو ایندکس   دا پیژند راکوي، چې: د هر 

لر    څخه په کم واټڼ له  نخښې وروسته د پرلپسې)ترادف( ټول غړ  د  یا پیژند

 ته نږد  دي. ته څومره نږد  دی دا نور هم    څخه  چې   پراته دي یعنې له  

 د پولې ارزښت لیکلو لپاره  خپل ځانله سومبول لرو:   د 

 نډولی شو:د د  لیکدود سره  سم د یو  پرلپسې پوله ارزښت  تعریف   داسې رال
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 ) لوستل: ایپسیلون( توری ورځنی یا مروج شوی. د داسې لیکنو لپاره د 

 بيلګه:

 په یوه بیلګه کې یې روښانه کوو:

ته کونورګنت  وښایو، یو د مخه ورکړ شوي    پرلپسې یا ردیف و    د د  لپاره چې د

 ټولو   لوی وی، نو د ټاکو، چې  له   ته یوه په خوښه طبیعي ددد یا ګڼ 

 لپاره باور لري:

 

موضوع اوږدولی نه شم، ځکه چې دا یو درس نه دۍ، دا فقط  په موضوع داسې لږ رڼا 

 اچونه ده.

 د فنکشن پوله ارزښت:

 م ټولګي د درس دا هغه اصلي موضوع ده. – ۱۱یادونه: د د  

 د فنکشن پوله ارزښت په ارند  توګه پیژنو یا تعریفوو:

دی او داسې یې  Lته نږد  کیږي،   pلپاره چې   xه ارزښت، د پول fپیژند: د فنکشن 

 لیکو:   

 لوستل یې هم همداسې دي لکه پورته تعریف

 داسې یې شمیرپوهنیز لی  دود باند  تعریفوو:
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شتون ولري، داسې چې   δ > 0لپاره  یو  ε > 0 لري، که د هر Lپوله ارزښت   fفنکشن 

 هم باور ولري.  f(x)-L| < ε|سره   x-p| < δ|>0لپاه  د    xد هر 

 

 د پورته شمیرپوهنیز یا ریاضیکي فنکشن پوله ارزښت لپاره ارند  څیره

 

ه تعریفونه برابر ارزښته دي یعنې له یوه څخه بل ارس ته راځي او په څټ یا پورته دو

 بردکس یعنې لیکو:

دی، ټی  هلته یا هلته  Lته نږد  کیږي،   pو    xپوله ارزښت، چې  fتعریف: د فنکشن 

 < εاو هلته یا هلته او په څټ، یا له د  ارس ته راځې او په څټ یا بردکس چې د هر  

-f(x)|سره   x-p| < δ|>0لپاه  د    xشتون ولري، داسې چې د هر   δ > 0لپاره  یو  0

L| < ε  .هم باور ولري 

 

 دلته هم په همدومره بسیا کوو، که څه  هم روښانه کیدل نور  شننې ته هم اړتیا لري. 

د  ته دلته په اخر کې بیا ګوته نیسم، چې دا شمیرپوهنیز یا ریاضیکې ډول لیکنې 

 باید تر  تیر شو، د ترادفونو او فنکشنونو لپاره.  ستونځمنې دي او 

 دا نور پاتې درس هم په همد  ترتیب ګران لیکونکي لیکلی چې زه نور پر  نه غږیږم. 

 دا بسیا کوي، چې کتاب د ښوونځیو څخه راټول شي او له سره ولیکل شي.
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 ډېره مننه. -که ومو لوسته –ستاسو له سړ  سینې څخه 

 

 ن شینواری. ستاسو ډاکتر ماخا

 

 

 

 د ډاکتر ماخان شینواري لیکنې:

 

1988 Vienna (Austria): 

 لومړی:

H.K. Kaiser , M. Shinwari : Aproximation compact pological algebra : contributions to 

general algebra 6 ; Page 117 – 122 

1987 Vienna (Austria): 

 دویم:

Interpolation und Aproximation durch Polynime in Universalen  Algebren .  Diss . Uni. 

Wien  

Interpolation and Aproximation by Polynome in universal   Algebras,  Dissertation at the 

University of Vienna/Austria 

 

نه،،له توري ود  ټوللرپوهنې پښتوټول کتابونه  په المان کې د ،، افغانستان کیارند  د شم

 خوا  چاپ شوي دي

2000 Bonn (Germany): 
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نري، فزی   او اقتصاد جره د انیرپوهنې برسیرپوهنې ستر کتاب :  د شمید شمدریم:   

مخونو کې چاپ  ۲۱۱کوونکو لپاره ) دا کتاب    په  لپاره ، همداسې  د ښوونکو او زده

 (  لر  شوي ديځنو ځایونو غزېدلې او ځنې ځایونه تراو دا نو  لیکنه به یې  

 

2003 Bonn (Germany): 

او کټې د کټې  –ګټې  رنه، دیزرو کې شم ،، په سلو ) هندسه(ځمککچپوهنهڅلورم:   

 کوي رنه  ، د اختمالوالي شمېرنه  کتاب  د ښوونځي ټولې اړټیاو  پورهیشم

2003 Bonn (Germany): 

 الجبرونه ) د الجبر بنسټونه دي(پنځم:    

y):2003 Bonn (German 

 پښتو ډکشنري. –رپوهنې   انګرېزي ید شمشپږم:  

2003 Bonn (Germany): 

 او پښتو الماني ډکشنري -رپوهنې الماني ـ پښتوید شماووم: 

Mathematical dictionary German/ Pashto and Pashto/German 

2003 Bonn (Germany): 

 شوی( دۍ، ساده لیکل    ل دفرنڅیال برابرون  ) دا کتاب په د  څانګه کې یو پیاتم:  

Differential equation Translation; An Introduction 

Bonn (Germany): 2003  

 ر پوهنې فرمولونو ټولګهید شمنهم: 

Mathematical  Formulas 

2003 Bonn (Germany): 
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 رپوهنه له دربي په پښتویشم لسم:  

 

Bonn (Germany): 1997 

 ه سپینې خبر :  په     المان  کېد افغانستان په هکلیوولسم: 

 ،،د افغانستان روغې او بیا ابادولو ټولنه،، له خو     

،،د افغانستان روغې او بیا د  کال دمخه ډاکتر ماخان شینواري ۱۱۱۱یادونه:    له .

  له خوا در  ساسي مجلې هم را وستلي. ابادولو ټولنه،،

 

 اړ  چې په چاپیدو یې پیل کیږيد ډاکتر ماخان ،،میږي،، شینواري لیکنې او ژب

2012  Bonn; Germany; Kabul Afghanistan 

 ژباړ :

 Prof. Brinkmann. (From Brinkmann.du.de)    : 

 ارند  د برینکمن لیکنې چې له پرینکمن ن ج څخه ژباړل شوي دي.

 شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره   لومړی ټوک      - ۱

 دویم ټوک   شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره    – ۱

 شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره      دریم ټوک – ۲

 د ښوونځي لپاره                د احتمالوالي شمیرنه - ۳

 احصایه یا ستاتیستی             دښوونځي لپاره – ۰

 

ارند  کتابونه د شتوتګارت د پوهنتون د استادانو د لکچرونو څخه چې د شتوتګارت 

 وي را ژباړل شوي.پوهنتون ن ج څخه خپاره ش
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  ۱انالیزی     – ۱

 ۱انالیز     – ۴

 کرښیز الجبر  – ۷

 د شمیرپوهنې بنسټونه     - ۲

 د فرمولونو ټولګه  - ۱۱

 فنکشنل انالیز – ۱۱

 وکتور شمیرنه  – ۱۱

 نور  ژباړ 

 څخه:کرښیز الجبر .grundstudium.info/linearealgebra/wwwله  – ۱۲  

۱۳ –   Georg Gutenbrunner  ګڼونپوهنه یا د اددادو تیوري 

 زما لیکنې 

Bonn (Germany): 

رپوهنې ید شمدا کتاب :  د پوره تغیراتو سره دویم چاپ  رپوهنې ستر کتابید شم - ۱۰

  ره د یبرسبرخې 

پوره ګټور  نري، فزی   او اقتصاد لپاره ، همداسې  د ښوونکو او زدهکوونکو لپارهجان

  زیاتونه او کونه راغلېدی. په کتاب کې د اړتیا سره 

 ځمککچپوهنه  ) هندسه(  دویم چاپ د پوره تغیراتو سره  - ۱۱

 الجبر بنسټونه دویم چاپ له تغیراتو سره – ۱۴

 ډېرۍ پوهنه یا سټ تیوري  - ۱۷

 د شمیرپوهنې سم اند ) منطق ریاضي( – ۱۲
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 د یو څو شمیرپوهانو ژوندلی   - ۱۱

 د شمیر پوهنې ګډ  وډ  لیکنې – ۱۱

داهم ژباړه ده، خو لیکونکی یې متآسفانه راڅخه نابلد شوی: د مشتق او انتیګرال    -۱۱

 شمیرنو ته  تمرینونه او اوبیونې یا حلونه یې

 د شمیرپوهنې انګریز  پښتو او دربي + در  ډکشنري  – ۱۲

 د شمیرپوهنې پښتو انګرېزي ډکشنري – ۱۳

 ونو په پښتو روښانه ونهد شمیرپوهنې پښتو ډکشنري د شمیرپوهنیزو ویی – ۱۰

د زړه له کومې) دا هغه لیکنې دي، چې ځنې یې په نړیول جالونو کې خپر  شوي   - ۱۱

 دي.(

 د افغانستان په هکله سپینې خبر ، چې وبه غزیږي. – ۱۴

 نوري لیکنې، چې په ژباړه یې پیل شوی، خو ار پوره نه دي

تګارت پوهنتون ن ج څخه د شتوتکارت پوهنتون لکچرنوټونو څخه ، چې د شتو   –

 خپریږي:

 د  ګروپونو تیوري 

 د ښوونځي لپاره فزی  د برینکمن لیکنه -

له پنځم ټولګي  څخه تر اووم ټولګې پور  ژباړل شوی ) دا چې زما دویم مسل  فزی  

د شمیرپوهنې په -دی، دا لیکنې ژباړم. دا هم د د  لیکوال یوه ډېره ښه لیکنه ده، چې 

ت تمرینونه د حل یا اوبیونې سره په کې راغلي او ماته زیات ګټور دلته هم زیا -څیر

 برېشي( 

 دا لاندې د ښوونځي کتابونه دا  اوس پای ته ورسیدل:

 شمیرپوهنه د اوم ټولګي له پاره   

 شمیرپوهنه د اتم ټولګې له پاره
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 شمیرپوهنه د نهم ټولګي له پاره

 شمیرپوهنه د لسم ټولګي له پاره

 سم ټولګي له پاره شمیرپوهنه د يول

 شمیرپوهنه د دولسم ټولګي له پاره 

 رياضي برای صنف دوازده

 

 د لیکوال ژوند ته لنډه کتنه

ماخان په اولني نوم میږي شینواری د 

ارواښاد  پستو او ارواښاد نوررحمان زوي 

؟  ه لمریز کې د شینوارو هسکه  ۱۲۱۱په  

 مینه کې د  نړۍ ته سترګې راغړولي.

د لومړنې ښوونځي )د د هسکې مینې 

لومړنیو زده کوونکو څخه ( څخه وروسته د 

 ۱۲۱۰تر   ۱۲۰۳رحمان بابا لیسه له 

پور ) ښوونځي له لومړي ټولګې پیل او د 

 دویم ټولګې څخه ګام او پای(.

 

سپتمبر څخه د اتریش برس، چې هلته  ۱۲۱۱تر سپتبر د کابل طب پوهنځی. له  ۱۲۱۱د 

 پوره ستونځو تر ارسه کړه.  یې د شمیرپوهنې ډاکتري په

 د فبروري تر پای د دباندنیو چارو وزارت کې مامور.  ۱۲۷۷ش ک تر  ۱۲۲۷۴د

جون پور  په بن کې د افغانستان جمهوریت سفارت  ۱۲۲۱مارچ  څخه تر  ۱۲۷۷د 

 شارژد افیر) صفر نه وو(. 

بر دسم ۱۱۱۲مارچ څخه د   ۱۱۱۷له هغې وروسته  په جرمنې کې سیاسي پناه. له 

 پور  د  د ریاضي څانګه کې د پوهنې وزارت  درسي نساب کې دنده.
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کې له لر  د میرمن ښاپیرۍ سره واده شوی، چې د واده خبر  ۱۲۴۱ماخان میږي په 

 ورته اتریش ته راغۍ. 

 ز ک کې کوزده کړ  وه. ۱۲۱۲ده  د میرمن ښاپیری سره په 

ز ک دوه بچیان وبخښل،  ۱۲۴۲دوي ته لوي څښتن  په اتریش ویانا  کې د مای په شلم 

چې څانګه او اباسین نومیږي. څانګه په المان کې د پوهنتون دلمې همکاره وه او د 

 حقوقو ډاکتره ده او اباسین ملي اقتصاد او ټولنیزه سایکولوژي لوستلې.
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