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د پوهنې وزیر پېغام

ګرانو زده کوونکو، محصلانو او درنو ښوونکو!

د یوې ټولنې وده او پرمختګ کاملاً د همغې ټولنې د پیاوړو کاري کادرونو، بشري قوې او ماهرو 
فکرونو په کار او زیار پورې تړلي دي. همدا بشري قوه او کاري مټې دي چې د هیواد انکشافي اهدافو ته 

د رسیدو لارې چارې طی کوي او د یوه نیکمرغه، مرفه او ودان افغانستان راتلونکی تضمینوي.
انسان په خپل وار سره د الله تعالی له جانبه او هم د خپل انساني فطرت له اړخه مؤظف او مکلف 
دی چی د ځمکې په عمران او د یوه سوکاله ژوند د اسبابو او ایجاباتو د تکمیل لپاره خپل اغیزمن نقش، 

همدارنګه ملي او اسلامي رسالت ادا کړي.
له همدې ځایه ده چې د یوه ژوندي او فعال انسان نقش، د خپل ژوند د چاپیریال او خپلې اړوندې 

ټولنې په اړه،  تل مطلوب او په هیڅ حالت کې نه نفی کیږي او نه هم منقطع کیږي.
په ټول کې د پوهنې نظام او په خاصه توګه د تخنیکي او مسلکي زده کړو معینیت مسوولیت او 
مکلفیت لري چې د اسلامي ارزښتونو، احکامو او همداراز معقولو او مشروعو قوانینو ته په ژمنتیا سره، 
د افغانستان په انکشاف کې فعاله، چابکه او موثره ونډه واخلي، ځکه دغه ستر او سپیڅلي هدف ته د 
رسیدو په خاطر د انساني ظرفیت وده، د حرفوي، مسلکي او تخنیکي کادرونو روزنه او پراختیا یو اړین 
مقصد دی. همدا په تخنیکي او مسلکي زده کړو مزین تنکي ځوانان کولی شي چې په خپلې حرفې او هنر 

سره په سیستماتیک ډول د هیواد انکشاف محقق او میسر کړي.
جوته ده چې په افغانستان کې د ژوند تګ لاره، دولتداري او ټولنیز نظام د اسلام له سپیڅلو احکامو 
څخه الهام اخیستی، نو لازمه ده چې زموږ د ټولنې لپاره هر ډول پرمختګ او ترقي باید په علمي معیارونو 
داسې اساس او بنا شي؛ چي زموږ د کارګر نسل مادي او معنوي ودې ته پکې لومړیتوب ورکړ شي. د حرفوي 
ظرفیت جوړونې تر څنګ د ځوانانو سالم تربیت او په سوچه اسلامي روحیې د هغوی پالنه نه یوازي پخپل 
ذات کې یوه اساسي وجیبه ده، بلکې دا پالنه کولی شي چې زموږ وطن پخپلو پښو ودروي، له ضعف څخه 

یې وژغوري او د نورو له سیاسي او اقتصادي احتیاج څخه یې آزاد کړي.
زموږ ګران زده کوونکي، محصلان، درانه استادان او مربیون باید په بشپړه توګه پوه شي، چې د ودان 
او نیکمرغه افغانستان ارمان، یوازې او یوازې د دوی په پیاوړو مټو، ویښ احساس او نه ستړي کیدونکي 
جد او جهد کې نغښتی او د همدغو مسلکي او تخنیکي زده کړو له امله کیدای شي په ډیرو برخو کې د 

افغانستان انکشافي اهداف تر لاسه شي.
د دې نصاب له ټولو لیکوالانو، مولفینو، ژباړونکو، سموونکو او تدقیق کوونکو څخه د امتنان تر څنګ، 
په دې بهیر کې د ټولو کورنیو او بهرنیو همکارانو له مؤثرې ونډې او مرستو څخه د زړه له کومي مننه 
کوم. له درنو او پیاوړو استادانو څخه رجامندانه هیله کوم چې د دې نصاب په ګټور تدریس او فعاله 
تدریب سره دې د زړه په ټول خلوص، صمیمي هڅو او وجداني پیکار خپل ملي او اسلامي نقش ادا کړي.

د نیکمرغه، مرفه، پرمختللي او ویاړمن افغانستان په هیله

فاروق وردګ
د افغانستان د اسلامي جمهوریت د پوهنې وزیر
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مقدمه

اقتصادي رياضي د بانکدارۍ، اقتصاد او تجارت د څانګې د مهمو او اساسي مضامينو له 

ډلې څخه ده، چې محصلين يې په زده کولو سره د بانکي محاسبو او د تجارت د اقتصاد لپاره 

اړين مهارتونه ترلاسه کولای شي.  

په لومړي څپرکي کې د توابعو لمټ، لمټ او په مسلکي برخو کې د هغو د کارولو په 

اړه توضېحات وړاندې شوي دي. په دويم څپرکي کې بيا مشتق، د مشتق ډولونه، د هغو 

اړوندې قاعدې او اړوند تمرينات له پوره شننې سره ځای پرځای شوي دي. 

په درېيم څپرکي کې د قسمي، ترکيبي او کلي مشتق نيونې په اړه توضېحات او تشرېحات 

وړاندې شوي دي. د څپرکي د موضوعاتو د نچوړ تمرينونه راوړل شوي، چې د يادو تمرينونو 

حل د محصلينو لپاره د درس په ښه درک کې مهمه مرسته کولای شي. 

هيلمن يم د دې ټولګې په چاپ سره د دې برخې د استادانو د ستونزو يوه برخه حل شي 

او د درنو استادانو او ګرانو محصلينو لپاره اړينې اسانتياوې منځ ته راوړي. 

په درناوي

محمد دهقان مل
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د کتاب ټوليزه موخه

په محاسبوي چارو کې اړين مهارتونه ترلاسه کول او د اقتصادي رياضي د اړوندو 

مسایلو حل؛ څو له قاعدو سره سم د توليد، صنعت او احصايې په برخو کې ترې ګټه 

واخستل شي او د انسان ورځنی ژوند ورباندې هوسا شي.
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لومړی څپرکی

د توابعو لمټ او د هغو اهميت

د زده کړې موخې: د دې څپرکي له پای ته رسولو سره لوستونکي کولای شي:

1- د لمټ مفهوم په اساسي بڼه درک کړي.

2- لمټ تعريف کړي او د هغو په قوانينو پوه شي.

∞−∞ لمټونه محاسبه کړاى شي.      ∞−0 ،
∞
∞  ،

0
0 3- دا 

4- د مثلثاتي توابعو لمټ تعريف او د هغو سوالونه په سمه توګه حل کړي.

د لمټ اساسي مفهوم

انتروال! په لغت کې فاصلې ته وايي، د رياضي په اصطلاح کې د دوو مختلفو عددونو 

ترمنځ فاصلې ته انتروال وايي. انتر وال په درې ډوله دى:

1. تړلى انتروال

2. نيم پرانيستی انتروال

3. پرانيستی انتروال

1. تړلى انتروال: هغه انتر وال دى، چې د دوه نقطو د انجام درلودونکی وي.

2] لوى قوس د تړلي قوس علامه راښيي. ]8, لکه 

          [ ]xxxEIR 82: ≤≤ د فورمول په شکل يې دارنګه نوشته کولاى شو.   

ټوليزه موخه

لوستونکي کولاى شي د توابعو د لمټ اساسي مفهوم، د هغې اصول او قواعد درک 

کړي،  لازم مهارتونه په کار يوسي، کولاى  شي مسايل حل کړي او د ټولنيز ژوند په 

ټولو ساحوکې يې د ګټې اخېستو وړ وګرځي.
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په لاندې شکل ښودل کېږي، لکه  ) 1 ( شکل

)1(شکل 

2 3 4 5 6 7 8

2- نيم خلاص انتروال يا نيم تړلى انتروال: هغه انتروال دى، چې يو انجام په کې داخل او بل 
] کوچنی قوس د خلاص والي علامه راښيي او لوى قوس د  )8,2  ( ، ]8,2 پکې نه وي لکه.

تړل کېدو علامه راښيي.
 [ ]82/ <>∈= xIRxA                    

یعنې 
 [ ]82/ <≤∈= xIRxB                     

                      

)2( شکل

2 3 4 5 6 7 8

)3( شکل

2 3 4 5 6 7 8

3- خلاص انتروال: هغه انتروال دى، چې د نقطو انجام په کې شامل نه وي.

 [ ]113: <<∈= xIRxP ) يعنې  )11,3 مثال 

د يوې تابع حد يا د يوې تابع لمټ

( )8,2 مجاورت: هر خلاص انتروال د خپلو شاملو عناصرو مجاورت وي،  لکه
) انتروال د دې  )8,2 يو خلاص انتروال دى، چې له  3 تر  7 عناصر په هغه کې شامل دي او

ټولو عناصرو مجاورت دى.
 ( )8,2 متناظر مجاورت: هر خلاص انتروال د خپل ځان وسطي متناظر  مجاور  وي، لکه
انتروال چې د متناظر مجاورت نقطه يې )5( ده، بايد وويل شي، چې د  مجاورتونو هره نقطه  
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ډېر متناظرونه لري.
) وسطي نقطه راښيي. دا  )ab, x د x عدد يو مجاورت وي، داسې چې  ) د  )ab, که 

x د متناظر مجاورت په نوم يادېږي. ) د  )ab, چې 
 ( ) )0,, rrrc +− r د هر مثبت عدد لپاره  ) چې متناظر مجاورت د هغه دى، د )2,0 مثلاً 

C يو مجاورت وي )4 شکل(   د 

c-r c+rc

)4( شکل

مخکې له دې چې لمټ )حد( تعريف کړو، هغه د مثالونو په واسطه واضح کوو  او په 
)6( شکل کې د ABC  مثلث په نظر کې نيسو.

چې قاعده يې a=6cm  او ارتفاع يې h=5cm او مساحت يې په F ښايو، لرو چې 

 
B C

A

H=5cm

 

 

2
1..haf =

	 

)5( شکل

cmF   که قاعده ثابته وساتو او ارتفاع ته يې تغير ورکړو؛ نو مساحت يې هم  155.6.
2
1

==

hF)( ځينې  چې په لاندې جدول کې د h  او   )( hhF .6
2
1

= تغير کوي او د h تابع دى، يعنې

قيمتونه ښودل شوي.

0,0010,020,10,20,5135h

0,0030,060,30,61,53915F(h)
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له پورته جدول څخه معلومېږي، چې دh  په کمېدو  F(h)  هم کمېږي. هغه وخت چې 

h  او د F(h)مساحت صفر ته نيږدې کېږيF(h)   هم صفر ته تقرب کوي. په دې حالت کې 

ويلاى شو چې دF(h) صفر دى  او په رياضي کې يې په لاندې شکل ليکو:

 0)(lim
0

=
→

xf
x

                                                                              

x ته نيږدې کېږي f(h) کوم  )(2  تابع په نظر کې نيسو،کله چې 2 xxf = مثال: د

قيمت ته تقرب کوي.

32,5

2,1

2,02

2,01

2,001

-2-

1,999

1,99

1,99

1,9

1,51x

96,25

4,41

4,0804

4,04401

4,004001

- 4-

3,996001

3,980025

3,9601

3,61

2,251F(x)

په پورته جدول کې ليدل کېږي، کله چې x د 2  خواته  نېږدې کېږي F(x) د 4 خواته  

تقرب کوي.

 يعنې
 4lim)(lim

22

2 ==
→→ nn

xxf

-2- 1 2
x

 f(x) یا  

4
3
2
1

شکل )6(
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په پورته مثال کې ليدل کېږي، چې د توابعو د لمټ د پيدا کولو لپاره په يو a کې د ذکر 

شوې نقطې په يوه مناسب مجاورت کې د تابع وضعيت مطالعه شو او مطلوب لمټ پيدا شو. 
 bxf

ax
=

→
)(lim که دې  لمټ ته د عمومي لمټ نوم ورکړو، ليکلى شو چې:  

د  b عدد د  f د يوې تابع لمټ د a په نقطه کې يادېږي. که د N د هر مجاورت لپاره د  

b نقطه د D يومجاورت د a نقطه د f د تعريف په ناحيه کې موجود وي او د هر x  لپاره  

bxf  باید ووايو حتمي نه ده، چې a په                             
ax

=
→

)(lim عنصر له  D  د  f(x) عنصرله N وي. یعنې 

n   a د تعريف په ناحيه کې F شامل وي.

د توابعو لمټ

لمټ د تحول د اندازې د ټاکلو د نهايي قيمتونو  او يا د توابعو له مخې مهم وي. د 

معاصرې رياضي عمومي مسايل له پخوا نه  مشتق، سلسلې او نور  له لمټ نه په ګټه اخيستو 

تعريف او  توضېح کېږي.

 x د تحول تقرب )په يوه نقطه کې  د يوې تابع ښي او کيڼ حد ته( ويل کېږي، چې

متحول د a ټاکلي عدد ته تقرب کوي، که چېرې په خپل زړه  a ته نيږدې کېداى شي. يعنې د 

x او a تر منځ تفاوت له دواړو عددونو څخه کوچنى 8<0 تر ټولو کوچنى شي. پورته مفهوم 

8:08 ∠−> ax په سمبوليک شکل دارنګه ليکل کېږي. 

Lim x=a یا  x   a یا    |     x-a      |    0

)  که په يو متناقص تصاعدکې دx  قيمتونه شتون  )+→ ax له ښۍ خوا د متحول تقرب 

ولري، داسې چې تدريجاً څومره يې چې زړه وغواړي a ته نيږدې شي، لکه:
 +→ ax X: a+0, 1, a+0,01, a+0,001, a+0, 0001,……….

)  که چېرې متزايد تصاعد کې د x قيمتونه ټاکل  )ax −→ له کيڼې خوا د متحول تقرب 

کېداى شي، داسې چې تدریجاً په خپل زړه a ته نيږدې شي. دا رنګه 
 ax −→  X: a-0,1, a-0,01a-0,001,a-0,0001,……

بايد وويل شي، چې د x متحول تقرب a عدد ته معادل دى، دواړو خواوو ) ښي او کيڼ( ته 
 ( )aa xxax −+ →→⇔→ , له تقرب سره
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مثال:

         20 = 8)+(4xLim
3x→

 وښيئ چې    

δ<0 عدد  ) وي  ) ∈∠−+ 2084X <∋0 ) ابتسيلون( قبلوو، چې حل: د اختياري عدد لپاره

تعينوو.

)  دواړه خواوې په 4 تقسيموو چې ) <∈⇒−∈⇒∠−+ 1242084 XX  

4344

34
∈−⇒∈<

−
X

X
                

 <∈−⇒ 34 X

لپاره لرو، چې 4
∈=δ نو د

 <∈−<∈⇒−⇒ 124314 x  
 

433 ∈<−⇒<− xx δ

 <∈−−+ 12884x د 8 عدد جمع او منفي کوو

3   x             ( ) ( ) 20842084 =+<∈⇒−+ xLimx

x→4  مفهوم توضېح کړئ! دويم مثال: د x  متحول د 4 عدد ته  تقرب کړى، دا 

 x:4,1 ,4,01,4,001,4,0001………. 4+

حل 

 x:3,9 ,3,99 ,3,999,3,9999………  4-

   4→x   په پاى کې بايد ووايو، چې 

د تابع لمټ

هر کله چې د f(x) تابع په يوه خلاص انتروال کې، چې د  a عدد په هغې کې شامل 

دى. تعريف شوى وي د  x متحول a ته په تقرب f(x) په خپله خوښه  L  عدد ته نيږدې 

شي،  ويلاى شو چې د  f(x)  تابع لمټ عبارت له Lڅخه دى.کله چې a  ،x تقرب وکړي، په 

لاندې شکل ليکو چې 

 1)(1)(lim ==
→→ axax
xfxf یا

د لمټ تعريف:

xa  ته تقرب کړي. → د f(x)  تابع د L عدد سره مساوي دى، کله چې

    <∈−⇒<−>∈> LxFfax )(:0,0 δ       که                        

(c) ketabton.com: The Digital Library
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        ∈+<∈<−⇒+<<−>∈> lxflfaxa )(:,0 δδ چې:           دا 
 ( ) ( )∈+∈−∈=+−∈>∈> llxffxfxx ,)(,:0,0 δ

يا پورته تعريف په لاندې شکل ليکل کېداى شي.

   
 ( )0)(0)(lim →−⇒→−⇔=
→

LxfaxIxf
ax

 δ δ

y y=f(x)

NN

b-b

 δb+

x
a 40  δ−b  δ+

)7( شکل

ښي او کيڼ لمټونه

  0>δ <∋0 لپاره د ده، که د هر
   
L

1
1: د f(x)  تابع د a  په عدد کې د ښي لمټ لرونکې 

کوچنى عدد شتون ولري، داسې چې

    ( ) ( )∈+∈−∈⇒+∈ 1,1)(, LLxfaax δ  

                             

 1)(lim)(lim 1 ==
+→

→
ax

ax
xflxf یا 

يوعدد  0>δ <∋0  لپاره د  L لرونکې ده، چې د هر 
2
f(x) 2 د تابع په a کې د کيڼ 

شتون لري، داسې چې. 
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( ) ( )∈+∈−⇒−−∈ 2,2)( LLxfaax δ

او يايې په سمبوليک شکل ليکو چې
 

22

2

)(lim)(lim lxflxf
ax

ax
x

==
−→

→
〈

ax د L لمټ لرونکی وي. → 3- د  f(x) تابع هغه وخت چې 

  
−→ax

lim  f(x) =L= 
+→ax

lim  f(x) په دې شرط چې 
ax→

lim  f(x) =L 

                                       

بايد وويل شي هغه وخت، چې د يوې تابع ښي او کيڼ ليمټونه له يو بل سره مساوي 

نه وي د لمټ لرونکي نه ده.

 

69
3

2

3
lim =−

−→ x
x

x
مثال:- وښايه چې 

δ موجود وي، داسې چې. <∋0  يو عدد  حل: فرضوو چې 

    

 

<∈−
−

6
3

2

x
x

∋له جنس څخه پيدا کوو. δ  اندازه  د  δ<−x وي، د 3 دا چې  

 <∈−<∈⇒−+ 663 xx
       

 
<∈−

−
+− 6

3
)3)(3(

x
xx

دى. 3−x δ∋=  وي په نتيجه کې  که 
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) دى.   ) 1734lim
5

=−
→

x
x

مثال: ثابت کړئ، چې 

<∋0  دى: د  ∋يو مثبت عدد  )  لري که چېرې )1,2 ∈∈ حل: د هر متناظر مجاورت 
 ( )1,2 ∈∈ ) مجاورت لپاره )∈+∈− 17,17

 D لپاره له x ) پيدا کړو، داسې چې د هر  )D∈5 بايد  D=(a1,a2)مجاورت د 5 د عدد

یا f(x)=4x-3  L په N کې شامل وي، يعنې
 

∈+〈〈∈
∈+〈−〈∈

20420
173417

x
x

 

4
55

4
.5 ∈+

<<
∈ x دواړه خواوې په 4  تقسيموو

3173417  صدق کوي. +<−∈<− x  لپاره او همدارنګه  
 

4
55

4
.5 ∈+

<<
∈ x نو د 

  په نتيجه کې د هر x لپاره له D څخه   f(x) په  N کې شامل 
4

55
4
.5 ∈+

<<
∈

= xD نو  

2  فرض شي.
1∈= دى او که 

 
( ) ( )125.5.875.4

8

1
5,

8

1
55.19.5.16

8

1
17,

8

1
17 =+−==+−= 
















DN

د يوې تابع لمټ ته راجع قضيې 
 bmxxf +=)( لومړۍ قضيه: په عمومي ډول د هرې خطي تابع لرو چې 

 ( ) bmabmx
ax

+=+
→
lim 	

                                                          

bmxxf خطي تابع لاندې شکل اختياروي.  دې +=)( وي د 0=m دويمه قضيه: که 

bxf تابع  ته ثابته تابع وايي، چې لمټ يې په a کې له  b  سره  مساوي دى. \ =)(
 bb

ax
xf

ax
=

→
=

→
lim)(lim

xxf تابع کېږي، دې  =)( وي 1=m b=0 وي او درېيمه قضيه: که په خطي تابع کې

ته د لمټ تابع ويل کېږي. د تابع لمټ د a  په نقطه کې عبارت له a څخه دى
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 axxfmmamx
axaxax

==⇒=⇒=
→→→

lim)(lim1lim

څلورمه قضيه: که د  g.f توابع د a په نقطه کې لمټ ولري، لاندې قضيې صدق کوي.
 bxfLimcxgLim

axax
==

→→
)()(

د توابعو د جمعې د حاصل  لمټ له مجموعي لمټونوسره مساوي دى.
 

cbxgLimxfLimxgfLim

cbxgLimxfLimxgfLim

axax

axaxax

−=−=−

+=+=+

→→

→→→

)(()())((

)()())((

پنځمه قضيه: په يوه نقطه کې د ضرب د حاصل لمټ مساوي دى په يوه نقطه کې د ليمټونو 

له ضرب سره 
 cbxgLimxfLimxgfLim

axaxax
.)().())(.( ==

→→→

شپږمه قضيه: په يوه نقطه د خارج قسمت لمټ مساوي دى، د خارج قسمت لمټ د لمټونو 

)(0 وي ≠
→

xgLim
ax

په هغه نقطه کې په دې شرط چې 

                              
 )(xfLim

ax→

( )
a
b

xgLim

xfLim
x

g
fLim

ax

ax

xa
==









→

→

→ )(

)(

µيو ثابت عدد وي، د تابع لمټ په هغه نقطه کې  bxfLim  او
ax

=
→

)( اوومه قضيه: که لمټ 

ضرب ثابت عدد دى. 

 
 bxfLimxfLim

axax
.)(.))(( µµµ ==

→→

اتمه قضيه: د يوې جذري تابع لمټ په يوه نقطه کې مساوي د لمټ د جذر د هغه تابع په 

bxfLim  وي يعنې
ax

=
→

)( هغه نقطه کې که 

 nn
ax

n
ax

bxfLimxfLim ==
→→

)(()(

n موجود وي. b که چېرې 
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5  لمټ  پيدا کړئ!
4

+
←

xLim
x

مثال: د 

                       
3954)5(5 ==+=+=+ xLimxLim                       

 وي نظر د مطابقتونو  قانون ته لرو:
a

n
n

ax
a

n
x
n

Lim
1−

=
−

− نهمه قضيه: که 

 ( )

1

111111

1123321

12321

12321

.........(

.........(

....(

........(

−

→

−−−−−−

→

−−−−−−

→

−−−−

→

−−−−

→→

=
−
−

⇒

=+++⋅++⇒

=+++⋅++⇒

++⋅+⋅+⇒

++⋅+⋅+−=−

n
a

nn

ax

n
a

nnnnn

ax

nnnnnn

ax

nnnn

ax

nnnn

ax

nn

ax

n
ax
axLim

naaaaaaLim

aaaaaaaaLim

aaaaaaLim

aaxaxxaxLimaxLim

 

 پيداکړئ
 

2
255

5 −
−

→ x
xLim

x
مثال: د  

                              
 1−

→
=

−
− n

nn

an
na

ax
axLim حل: فورمول ته په کتو لرو، چې: 

                                                                      
 

802.52 4
55

==
−
−

→ ax
xLim

ax

ax ته تقرب وکړي → )735( پيداکړئ، که چېرې  23 +−+
→

xxxLim
ax

مثال: 

 

2976208

723252)735( 222

=+−+=

+⋅−⋅+=+−+
→

xxxLim a

ax
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1232
2665

2

23

−+
+−−

→ xx
xxxLim

ax
مثال: لاندې لمټ پيدا کړئ

                                                                

حل:
 

3
1232

2665

2
6

1268
2122440

122.3)2.(2
2.6)2(6)2(5

)2(
)2(

)(

)(

)(2
)(

)2()(

)2()(
1232)(

2665)(

2

23

2

2

33

2

2

2

2

23

=
−+
+−−

⇒

=
−+

+−−
=

−+
+−−⋅

⇒

===

=

=
−−=

+−+=

→

→

→

→

→

→

xx
xxxLim

g
f

xgLim

xfLim

x
xfLim

gxgLim

fxfLim
xxxg

xxxxf

x

x

x

ax

x

ax

                     

    

  وي، ثبوت کړئ.            
 

6
3
92

2
=

−
−

→ x
xLim

x
مثال:    

δ عدد موجود دى داسې چې <∋0  د  حل: فرض  کوو چې 

   

 
∈∠−

−
− 6
3
92

x
x

                                    

∋ له جنسه لاسته راوړو δ اندازه  د 3x−∋>  وي، د  کله چې 

  

( )( )
∈∠−

−
+− 6

3
33

x
xx

  ∈∠−∈⇒∠−+⇒ 363 xx

−∠=−−∠∋  لپاره 693 2xx δ ∋سره، اوس د  δ مساوي دى له  داسې چې
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 ( )( ) 6
3

336
3
9

3

2

3
=

−
+−

⇒=
−
−

⇒
→→ x

xxLim
x
xLim

xx

6663363 =⇒=+⇒=+⇒ x

)  پيداکړئ. )xxxLim
x

233

3
+−

→
مثال: 

حل:
 
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
3
2

3
22727

3
2333

3
3

3

2323

23

33

23
2

=
+−

=
+−

==

−
=⇒=⇒

+−
=⇒+−=

→→

h
g

xLimh
xLimxFLim

xh
xgxF

x
xxxFxxxxF

xx

  پيداکړئ.
4
162

4 −
−

→ x
xLim

x
مثال: 

 

4
16)(

2

−
−

=
x

xxf xf)( يو ه ناطقه تابع ده، يعنې حل: 

x≠4 لاسته  x→4 صفر کېږي ا و 4 د f د تعريف په ناحيه کې شامل نه دى او  دا چې 

يې راوړو.
 ( )( )

( ) 8444
4

43
4
16)(

4

4

2

44

=+=+⇒
−

+−
=

−
−

=

→

→→→

xLim
x

xxLim
x

xLimxFLim

x

xxx

بې نهايت  د تابع د لمټ په حيث

 δ =α  که د خپلې خوښې  Mڅخه  لوى د هر عدد لپاره د 
→

)(
4

xfLim
x

ويل کېږي، چې 

−∋>  غير مساوات په  ax −∋>  غير مساوات څخه  ax مثبت  پيدا شوى وي، داسې چې له 

MxFax >⇒<− )(δ )(0,0  داسې چې
4

>>⇒=
→

δα MxLim
x

لاس راځي لکه 

دلته دې شکل ته اوړي.
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axfLim دى.
x

=
→

)(
4

1- هر کله چې f(x)>M وي

axfLim دى
x

−=
→

)(
4

2- هر کله چې f(x)>M وي 

212 دى
=

+
→ x

xLim
ax

مثال: پيدا کړئ چې 

 
<∈−

+ 212
x

x <∋0  عدد لپاره فرض کوو، چې حل: د 

  

 
<∈−+<∈⇒−+⇒ xxx

x 12212

 ∈
><∈⇒=

11 x
x

 سم دى.
212

=
+

← x
xLim

ax
لپاره شرط دى

∈
=

1N که د

محاسبه کړئ.
 

2

2 2
x

xxLim
ax

+
←

مثال: 

حل:                                      
 

( )
101)2(1

21
)21(

2

2

2

2

=+=+

+=
+

=

→→

→→→

xLimLim

xLim
x

xx
Lim

x
xLim

axax

axaxax

αα  پيداکړئ. ==
→→

)(,)(2 xfLimxLim
axax

مثال: په داسې حال کې چې

=∞ وي.
−→ x
xLim

x 11
  ،  ∞=

−→ 21 1
1
x

Lim
x

یعنې:  

حل:
 

2
1

11
111

)1)(1(
1

1
1

1

1

1
1

)(
)(

211

21

2

11

=
+

=
+

=
−

⋅
+−

=

−
⋅

+
⇒

−

−=

→→

→→→

xx
Lim

x
x

xx
Lim

x
x

x
Lim

x
x
xLim

xg
xfLim

xx

xxx
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  وي داسې حل کېږي.
211 1

1)(2
x

LimLimx
xx −

==
→→

 وي او 
x

xLimxF
x −

=
→ 1

)(
1

که 

  

 

211)1(

1
1

1
1

1
)(2
)(

1

2

1

2

11

=+=+

−⋅
−

=

−

−
=

←

→→→

xxLim

x
x

xLim

x

xx
Lim

x
xfLim

x

xxx

 axLimaxLim
xax

=+−=−
→→

)5(,)2( 2

1

2 مثال:  

 ( ) ( )[ ] 7)25(25 22 =+=−++⇒
→→ axax

LimxxLim

د لمټ محاسبه او ځينې مبهم حالات

د لمټونو په محاسبه کې د ضرب د حاصل مجموعه او ځينې وخت د توابعو نسبت د 

 سره مخامخ کېږو، چې ځينې حالتونه يې په لاندې ډول دي.
∞−∞∞−

∞
∞ ,0,,

0
0 مبهمو شکلونو 

  ولرو، داسې چې g(x) ، F(x) پولينومي توابع وي، 
0
0   

)(
)(

xg
xfLim

ax→
  حالت کې: که 

0
0 1- په 

په صورت او مخرج کې يې مشترک فکتور (x-a) دى.

او په بعضو حالاتو کې کېداى شي مضاعف او يا څو ځلي وي.

لومړى مثال- 

 

2
0
2

22
2

2

)2)(2(
)2(

44
2

22

2

2

→

∞==
−

=
−=

−−
−

=
+−

−
→→

x
x

xLim

xx
xxLim

xx
xLim

xx
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h
hx

Lim
h

x
Lim

xhxxh
hh

222

0

22

0

2)( −++
=

−+
→→

دويم مثال: 

 

x
h

x
h

hx
hh

hxh
hh

hhx
h

xh 2
)(

0
lim

)2(
0

lim)2(
0

lim2
0

lim

22

2

=
−+

→⇒

+
→

=
+

→
=

+
→

⇒

 پيدا کړئ!
 

314
2lim

2 −+
+−

→ x
xx

x
مثال:  

0 شکل اختياروي، د لمټ د پيدا کولو لپاره د تابع صورت او مخرج  د 
0

حل: دا چې x=2  د 

صورت او مخرج په مزدوج کې ضربوو، لرو چې:

         

 

8
9

4.4
6.3

)22(4
)39)(3(

)222(4
)312.4)(12(

)2(4
)314)(1(

)2)(2(4
)314)(1)(2(

314
)314()314)(2((

)2()314()314(
)314()2()2(

314
2

2

3

2
2

2

2

2

2
2

=
/
/

=
+
+

=

=
++

+++
=

++
+++

=

++−
+++−

=
−+

+++++−
=

++++−+
+++++−

=
−+
+−

→
→

→
→

→
→

x
x

x
x

x
x

Lim
xx
xx

Lim

xxx
xxx

Lim
x

xxx
Lim

xxxx
xxxxx

Lim
x

xxLim

x

 

)(
1

)(
1

)(
)(

xg

xF
xg
xF

=  شکل اختيار کړي، 
∞
∞  د 

)(
)(  lim

x xg
xF

∞→
 حالت: کله چې 

∞
∞

  -2
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 شکل ته بدلېږي.  د دې طريقې په پيروۍ سره کولى شو ابهام رفع کړو؛ 
∞
∞ په حالت کې د  

خو کېداى شي ځينې وخت سخت مثال هم آسانه حل شي. په دې حالت کې د کسر صورت 

او مخرج همزمان د متحول په لوړ طاقت تقسيموو، ابهام له منځه ځي، په دې شرط چې 

حالت  د دوو توابعو په نسبت  کې، چې له دې جملې څخه په پولينوم کې ښکاره شي.
∞
∞

 حالت لري، غواړو څو مثالونه يې د نمونې په شکل حل کړو.
∞
∞

مثال: هغه لمټونه چې 

 

3
1
3

001
0,3

8121

413

)1(

)3(

812
43

   )

2

2

8122

412

2

2

2

2

==
+−
+−

=
+−

+−

∞→=

+−

+−

∞→=
+−

+−∞→

x
x

x
x

x
x

x

x

x
Lim

x

x
x

Lim

x
xx

Lim
a

x

x

دويم مثال:

 

3
4

6
8

16

58

)
.

6(

58

6

58

6

58

)6(

)58(

6
58

==

+

+

∞→
=

+

+

∞→
=

+

+
=

+

+

∞→
=

+

+

∞→=
+
+

∞→
=

∞→ x

x

x
Lim

xx
xx

x
x

x
Lim

x
xLim

x
x
x

x
Lim

x
xx
xx

x
Lim

xx
x

x
Lim

x
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 درېيم مثال:
 

3
3
9

9
9

19

)519(

19

5

4
2

2
2

4

2
9

==
∞→

=
∞→

⇒

=
+

+−

∞→
=

+

+−
∞→

x
Lim

x
Lim

x

x
Lim

x

x
Lim

xx
xx

x
x

 

څلورم مثال:

 

2
1
2

581

312

)581(

312(

58

3

2

2

2
2

2
2

2

2

lim

lim2lim

==
+−

+
=

+−

+−
=

+−

+−

+

∞→

∞→∞→

x
xx

xx
xx

x
x

x

x

x

x
x

x

xx

   

: )0( ∞ 3- درېيم حالت  

 د 
)(

1
)()().(

xg

xFxgxF = 0.∞ شکل وي، په دې حالت کې لمټ  } ممکنه ده په  })().(lim xgxF
ax→

 

 شکل اختياروي، موږ  لاندې مثالونه د نمونې په شکل حل کوو.
0
0

مثال:

 

[

1055)5(
5

)5)(5(

5
25

5
1.)25(

55

2

5

2

5

++=+=
−

+−
=

=
−
−

=


−
−

→→

→→

xLim
x

xxLim

xLim
x

Lim

xx

xx

x
x
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دويم مثال:
 

( )( ) 844)4(
4

44

4
16

4
1.)

44

2

4

2

4
16(

=+=+=
−

+−
=

−
−

=





−
−

→→

→→

xLim
x

xxLim

x
Lim

x
Lim

xx

xx

xx

 مقدار محاسبه کړئ!
ax

axLim
ax −

−
→

55
درېيم مثال: 

5ba فرض کړو، لرو چې: = 5yx او  = که 

 

5 44432234

43223455

55

.5

1
5
11

))((

abbybbybyy
Lim

bybbybyyby
byLim

by
byLim

ax
axLim

ax

bxbxax

==
++++

=

++++−
−

=
−
−

=
−
−

→

→→→

: ∞−∞  -4

∞−∞ شکل ولري. ])()[(  د  xgxfLim
x

−
∞→

که 

0−∞ حالاتو  ته اوړي،   او يا 
∞
∞  يو له دغو 

)(
)(1)(()()(

xf
xgxfxgxf −=− په دې حالت کې 

بايد ياده شي، چې که د دوو کسرونو د تفاضل حالت او يا د جذرونو د تفاضل شکل اختيار 

کړي، د يو بل څخه د کسرونو د تفريق کولو، په مزدوجونو باندې د جذري افادو ضرب او 

تقسيم په نتيجه کې ابهام د حذف قابل وي.

55  لمټ محاسبه کړئ! 1( xxLim
x

−+
∞→

مثال: 

حل:
 

0
1
1

1
1

)1(
)1)(1()1(

=
++

=
++
−+

−+
++−+

=−+

∞→∞→

∞→∞→

xx
Lim

xx
xxLim

xx
xxxxLimxxLim

xx

xx
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 پيدا کړئ!
)1

1
1

1( 21 xx
Lim
x −

−
−→

دويم مثال: 
 

∞=∞=−=−

∞=
−

=
−
−+

=
−

−
−

∞→∞→

→→→

1.)]81([)8(

11
11)

1
1

1
1(

2
535

212121

x
xLimxxLim

x
xLim

x
xLim

xx
Lim

xx

xxx

)15 لمټ پيدا کړئ! 2 ++−
∞→

xxxLim
x

څلورم مثال: 

 

2
5

11
5

1511

15

)151(

)15(

15

)15(

15

15

15

15

15

)15)(15(15(

22
2

222

22

2

22
2

−=
+
−

=
+−+

−−
=

+++

−−

=
+++

−−
=⇒

+++

−−
=

+++

−−−

+++

+++++−
=++−

∞→∞→

∞→∞→∞→

∞→∞→

xx

xLim

xx
xx

x
x

Lim

xxx
x

x
Lim

xxx
xLim

xxx
xxxLim

xxx
xxxxxxLimxxxLim

xx

xxx

xx

)1( پيدا کړئ! 55 +−
∞→

xxLim
x

پنځم مثال: 

 

01
)1(

1
1

1
1

)1)(1()1(

)1(

=
∞
−

=
++

−
=

++
+−

=
++

+++−
=+−

+−

∞→

∞→∞→∞→

∞→

xx
Lim

xx
xxLim

xx
xxxxLimxxLim

xxLim

x

xxx

x

بې نهايت د لمټ په حيث په بې نهايت کې

=∞ دى، که د هر  لوى او M مثبت عدد لپاره  د N يو مثبت عدد وټاکل 
∞→

)(xfLim
x

دا چې 

Mxf غير مساوات لاس ته راشي، په  >)( Nx غير مساوات څخه د  > شي، داسې چې د 

سمبوليک شکل داسې ليکو.

 

MxfNxNMxfLim
x

<⇒>>>⇔∞=
∞→

)(/0,0)(
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په پورتنيو تشېحاتو کې  څلور حالته مطرح کېږي، چې عبارت دي له:
 

−∞=⇒−<>

∞=⇒>−<

−∞=⇒−<−<

∞=⇒>>

∞→

∞→

−∞→

∞→

)()(:)4

)()(:)3

)((:)2

)()(:)1

xfLimMxfNx

xfLimMxfNx

xfLimMxMfNx

xfLimMxfNx

x

x

x

x

د توابعو محدوديت

xf)( قيمتونه  د M له يوه  f(x)  -1 تابع په يوه نقطه کې محدوده نومېږي،  ځکه چې 

. Mxf ≤)( ټاکلي عدد څخه لويېدلى شي، يعنې 

ax محدوده وي، که په يوه (a-f,a+f) مجاورت کې د a څخه  → f(x) -2 تابع کله چې 

محدوده وي.

x→∞ لپاره محدوده ده، که د N مثبت عدد موجود کړى شي، د هر x لپاره  f(x)  -3 تابع د 

 
x

xxg 1)( +
= Nx تابع f(x) محدوده  ده ، لکه f(x)=cosx په IR کې محدوده ده  او  > د 

x→∞ لپاره محدوده  ده. تابع د 

بې نهايت کوچنۍ توابع

)(0 وي. =
→

xdLim
ax

ax کې بې نهايت کوچنۍ نومېږي، که  → د d(x) تابع په 

bxdLim وي، لازمه او کافي ده، چې f(x) د b ثابت عدد د مجموعې 
ax

=
→

)( 1: د دې لپاره چې 

ax وړاندې کېدى شي، يعنې: → په حيث او د d(x) بې نهايت کوچنۍ تابع په  

 

 
bxfxd

xdbxf
ax

ax

=⇒






=
+=

→
→

)(lim0)(lim
)()(

ax کې بې نهايت کوچنى وي، چې صفر نه شي؛ نو → 2-  کله چې d(x) په 

 
∞=

→ )(
1
xd

Lim
ax

3- د بې نهايت کوچنيو توابعو مجموعه بيا هم يوه بې نهايت کوچنۍ تابع ده.

4- د بې نهايت کوچنۍ تابع د ضرب حاصل او محدوده تابع يوه بې نهايت کوچنۍ تابع 

وي.

5- هرکله d(x) بې نهايت کوچنى او u(x) داسې تابع، چې لمټ يې صفر کېداى نه شي؛ نو 

)( تابع بې نهايت کوچنۍ ده.
)()(

xu
xdxv =
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x→2 تقرب وکړي. )(4 تابع بې نهايت کوچنۍ ده، ځکه چې که  2 −= xxd مثال: 
044)4( 2

2
=−=−

→
xLim

x

x→3 بې نهايت کوچنۍ ده. )(4 په  2 −= xxd دويم مثال: 
099)9)3(()9( 22

3
=−=−=−

→
xLim

x

x→∞ بې نهايت کوچنۍ ده. x په 
xd

2
1)( = درېيم مثال: 

0
2
1)( ==

∞→∞→ x
LimxdLim
xx

بې    )27()( 3

33
−=

→→
xLimxdLim

xx  3→x کې حال  داسې  په  تابع    27)( 3 −= xxd مثال:  څلورم 

نهايت کوچنۍ ده.
 0)27)3(( 3

3
=−

→x
Lim

x→∞ بې نهايت کوچنۍ ده، ځکه چې:  تابع په 
xx

xf
65

2)( 2 −
=   -5

02
65

2)( 2 =
∞

=
−

=
∞→∞→ xx

LimxfLim
xx

د مثلثاتي توابعو لمټ

مخکې له دې چې د مثلثاتي توابعو لمټ تشرېح کړو، مثلثاتي توابعو ته په لاندې ډول 

شرح ورکوو، چې مثلثاتي توابع يې عبارت دي له:

y=sinx

y=cosx

y=tanx

y=cotx

y=secx

y=csex

وي، په لاندې ډول يې لاس ته راوړو. 0→x د دغو توابعو لمټ ، په داسې حال کې چې 
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∞=

′=

∞′=

=

′=

=′

→

→

→

→

→

→

csexLim

xLim

xLim

xLim

xLim

xLim

x

x

x

x

x

x

0

0

0

0

0

0

)6

1sec)5

cot)4

0tan)3

1cos)2

sin)1

د مثلثاتي نسبتونو تعريف

αزاويه په ستندرد حالت کې د (x,y) اختياري نقطه د دويمې ضلعې د دغې  کله چې 

22 مساحت  د (0,0)  او (x,y) نقطو تر  yxr += زاويې غير د مبداء  څخه وي او وروسته 

α زاويې مثلثاتي نسبتونه عبارت دي له: مينځ وي، د 

y
rs

x
rx

y
x

x
yx

r
x

r
y

=
′

=

=
′

=

=
′

=

α

α

αα

cossec

cottan

cossin

 

 
{

 {

y

y

x

x
 α

)8( شکل

α
αα

α
αα

sin
coscot

cos
sintan

===

==

r
y
r
x

y
x

x
x
r
y
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بايد وويل شي، چې په پورته څلور ګونو حالاتو کې مخرجونه صفر نه وي، اساسي رابطه د 

مثلثاتي نسبتونو ترمنځ په لاندې ډول ده.

2

22
2222 )()(cossin

sin
1cos

cos
1sec

r
yx

r
x

r
y

r
y
r
r

y
rec

r
x
r
r

x
r

+
=+==

===

===

αα

α
α

α
α

222 دى، په پورته معادله کې يې د هغه په ځاى وضع کوو. ryx =+ دا چې 

2

22
2222 )()(cossin

r
yx

r
x

r
y +

=+== αα

αα په لاس راځي. 22 coscot1 c=+ همدا ډول 

د مثلثاتي توابعو لمټ

د مثلثاتي توابعو د لمټ په محاسبه کې امکان لري، چې د ابهام حالت منځته راشي، په دا 

 دى او دا حالت د يوه عمده 
0
0 ډول لمټ کې د ابهام  له مختلفو شکلونو څخه مهم شکل 

xsin نسبت او د x زاويه ده رفع کړو، موږ په مثلثاتو  فکتور د تشخيص په واسطه، چې د 

xsin تابع صفر  xy توابع پېژنو، کله چې x صفر ته نږدې کېږي د  cos= xy او  sin= کې د 

xy ګراف په شکل ښه درک کولاى شو. sin= ، چې دا د  0sin
0

=
→

xLim
x

ته تقرب کوي، يعنې 

)1(شکل 

، په )2( شکل  1cos
0

=
→

xLim
x

په همدې ترتيب کله چې x د )1( خواته تقرب وکړي، يعنې 

کې د cosx ګراف په ښه ډول سره ښيو، معلومېږي چې د y قيمت په صفري نقطه کې له 

يوه سره مساوي دى. شکل (2)

قضيه:

کله چې د x زاويه د صفر خواته تقرب کوي، د sin او x نسبت د 1 خواته تقرب کوي.
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1sinlim =

→ x
x

Dx

 ده، د r له شعاع سره مرکزي زاويه په نظر 
2

0 Π
<< x ثبوت: د x زاويه لکه څنګه چې 

  مثلثونو مساحتونه د OAM قطاع د ذکر 
∆∆

OACOAM , کې نيسو، لکه د )4( شکل، د دوو
شوې دايرې سره مقايسه کوو، لرو چې:

)4(شکل 

او  مساحت  مثلث   OAM د  مساحت،  قطاع   OAM< د  مساحت،  مثلث   OAC< د 

همدارنګه د مثلثونو او قطاع مساحت  په ځانګړي ډول محاسبه کوو، لرو چې:

OAM BMrBMOA د مثلث مساحت   ⋅=⋅=
2
1

2
1

OAM 2د قطاع مساحت 

2
1 xr=  

OAC  ACrACOAد مثلث مساحت  ⋅=⋅=
2
1

2
1

بنا پر دې د )4( شکل د مضاعفونو تساوي لاندې شکلونه اختياروي:
 2...............

2
1

2
1

2
1 2 ACrxrBMr <<=

2 کې ضربوو، اخرني نامساوات لاندې شکل ځانته اختياروي.
2

r
د 2 رابطې اطراف په 

 
r

ACx
r

BM
r

ACrxr
r

BMr
r

<<⇒<⋅<⋅⋅ 2
2

22

2
2
1

2
12

2
12

x  دى، د دې پر ځاى په پورتنۍ رابطه کې وضع کوو.
r

AC tan= x  او 
r

BM sin= دا چې 

 xxx tansin <<

x
xxx

cos
sinsin <<

ټول پورتني حدونه په sinx  تقسيموو، لرو چې:
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ټول حدونه معکوسوو

1sincos

cos
cos
sin1

cos
1

sin
1

sin
cos
sin

sinsin
sin

<<⇒

<>

<<⇒<<

x
xx

x
x
x

xx
x

x
x
x

x
x

x
x

1sin

1sincos

0

000

=

<<

→

→→→

x
xLim

Lim
x

xLimxLim

x

xxx

د ټولو حدونو لمټ اخلو، ګورو چې:

فلهذا په نتيجه کې

x→0 وکړي.  لمټ محاسبه کړئ، که چېرې 
 

x
tgx

x 0
lim
→

لومړى مثال: 

 111)
cos

1)(sin(1
cos
sin

cos
sintan

00000
=⋅==⋅==

→→→→→ x
Lim

x
xLim

xx
xLim

x
x
xLim

x
xLim

xxxxx

x→0 وکړي.  لمټ محاسبه کړئ، که چېرې 
x

xLim
x cos1

sin2

0 −→
دويم مثال: 

 

211)cos1(
cos1

)cos1)(cos1(
cos1
cos1

cos1
sin

00

2

0

2

0

=+=+=
−

+−
=

=
−
−

=
−

→→

→→

xLim
x

xxLim

x
xLim

x
xLim

xx

xx

x→0 وکړي.  لمټ محاسبه کړئ، که چېرې 
x
xLim

x sin
tan

0→
درېيم مثال: 

x
Lim

xx
xLim

x
x
x

Lim
x
xLim

x

xxx

cos
1

cos
1

cos
sin

sin
cos
sin

sin
tan

0

000

→

→→→

=

⋅==

x→0 ته تقرب وکړي.  محاسبه کړئ، که چېرې 
x

xaLim
x

)sin(
0

⋅
→

څلورم مثال: 

حل:

a
ax

xaLim

aa
ax

xaLima
ax

xaaLim
x

xaLim

x

xxx

=
⋅

⇒

=⋅=
⋅

=
⋅⋅

=
⋅

→

→→→

)sin(

1)sin()sin()sin(

0

000

(c) ketabton.com: The Digital Library



27

x→0 ته تقرب وکړي.  لمټ محاسبه کړئ، که چېرې
2

cos1
x

x− پنځم مثال: 

 

2
1

2
11)

)cos1(
sin)(sin(

)cos1(
sin

)cos1(
cos1

)cos1(
)cos1)(cos1(cos1

2

2

02

2

02

2

0

2

2

02020

=⋅=
+

=
+

=

+
−

=
+

+−
=

−

→→→

→→→

xx
xLim

x
xLim

xx
xLim

xx
xLim

xx
xxLim

x
xLim

xxx

xxx

x→0 ته تقرب وکړي.  لمټ محاسبه کړئ، که چېرې 
x

xLim 8sin شپږم مثال: 

818
8

8sin8
8

8sin88sin
000

=⋅==
⋅

=
→→→ x

xLim
x

xLim
x

xLim
xxx  

yx نيسو او په پورتنۍ معادله کې يې وضع کوو. =8 يا په بل عبارت، 

818
8

8sin8
8

8sin88sin
000

=⋅==
⋅

=
→→→ y

yLim
x

xLim
x

xLim
xxx

x→0 ته تقرب  وکړي. xLimx لمټ پيدا کړئ، که چېرې  cot اووم مثال: 

 
111sin

1cossin
cos

sin
coscot

000
=⋅=⋅===

→→→

x
xLimxLimc

x
x
xLim

x
xxLimxLim

xxx

= پيدا کړئ.
⋅

→ x
xLim

x

6sin5
0

اتم مثال: 

 په شکل لاسته راوړو، صورت او مخرج په 
y

ysin حل: کوښښ کوو چې يو ضربي عامل د 

yx وضع کوو، لرو چې: =6 6 کې ضربوو، 

 

30
6

6sin530130

6
6sin30

6
6sin30

6
6sin566sin5

0

00

=
⋅

⇒=⋅=

===
⋅⋅

=
⋅

→

→→

x
xLim

y
yLim

x
xLim

x
xLim

x
xLim

x

xx

x→0 ته تقرب کړى وي.  لمټ محاسبه کړئ، که چېرې 
xx

tagxx
sin3tan2

2sin
+
+ نهم مثال: 

 

7
3

1
1
116

1
112

)sin
cos

1
3

3sin2(

)
cos

1sinsin2(

)sin
3

3tan6(

)
cos

sin
2

sin(

sin
3

3tan23

cos
sin

2
2sin2

sin3tan2
tan2sin

000

000

2

00

=
+⋅

+
=

+⋅

+

=
+

+
=

+

+
=

+
+

→→→

→→→

→→

x
xLim

x
Lim

x
xLim

x
Lim

x
xLim

y
yLim

Lim

x
x

x
xx

xx
x

x
xx

x
x

x
xx

xx
xx

x
xx

Lim
xx

xxLim

xxx

xxx

xx
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د لومړي څپرکي پوښتنې
د لاندې توابعو لمټ محاسبه کړئ؟

 

?43
2
4)15

?42

2
)13

?
1

12

0
)11

?2
51122

2
)9

?)()7

?
1
164

2
)5

?
32
52

2
)3

?
1
1

2
)1

=+−
∞→

=
−

→

=
+
+

→

=
+

+−
→

=−
∞→

=
−
−

→

=
−

+
→

=
−
−

→

xxx
Lim

x
x

x
Lim

x
x

x
Lim

xx

x
x
Lim

xx
x
Lim

x
x

x
Lim

x

x
x
Lim

x
x

x
Lim

?)16

?4)14

?()12

?)42()10

?
32

23)8

?)6

?
1

1
1

1)4

?
1

)2

0

20

2

2

22

22

2

22

21

2

3

=
−+

=
+
+

=−+

=+−

=
−−
+

=
−
−

=
−−

=−
+

→

→

→

→

→

→

∞→

h
hhxLim

xx
xLim

xaxLim
x

xxLim

aaxx
aaxxLim

ax
axLim

xx
Lim

x
x

xLim

x

x

x

x

ax

x

x

د لاندې توابعو لمټ په لاس راوړئ؟
 

?)4cot8()19

?cos66)17

?
sin
cos1)15

?
3sin

sin)13

?)1sin()11

?
2
8tan)9

?
sin

2sin)7

0

2

2

0

0

1

0

0

0

=

=
−

=
⋅
−

=

=

=

=

→

→

→

→

→

→

→

xgxLim
y

yLim

yy
yLim

x
xLim

x
xLim

xtna
xLim

Lim

x

x

x

x

x

x

x

π
π

α
α

2

22

0

0

20

0

20

2

2

1

0

4
sin)20

3sin
2sin)18

?
2tan

cos1)16

?
tan1

cossin)14

?cos1)12

?
1

)1sin()10

?
)4sin(
)12sin()8

x
xxLim

xx
xxLim

x
xLim

x
xxLim

x
xLim

b
bLim

x
xLim

x

x

x

x

x

b

x

−
+
−

=
−

=
−
−

=
−

=
−
−

=

→

→

→

→

→

→

→

?sinsin)5

?
tan

cos1)3

?
2tan
8tanlim)1

0

20

1

=
−
+

=
−

=

→

→

→

ax
axLim

x
xLim

x
x

x

x

x

?cos1)6

?5sin8)4

?tan2

20

0

=
−

=

=

→

→

a
Lim

x
xLim

x
xLim

x

x

α
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دويم څپرکی 

مشتق

د زده کړې موخې: د دې څپرکي په پای ته رسولو سره به محصلين په لاندې برخو کې پوره 
پوهه ترلاسه کړي:

1- د مشتق تعريف او د هغې د اړوندو پوښتنو حل.
2- د مشتق قواعد او اصول په صحيح ډول پېژندل او له هغې څخه د ګټې اخسيتنې طريقه.

3- د مثلثاتي توابعو د مشتقاتو تعريف او د هغې د اصولو او قواعدو پېژندل.
4- د لوګارتمي توابعو مشتقاتو تعريف، قواعد او د مشتق نيولو د اصولو پېژندل.

5-  د دويمو او له هغې څخه د لوړو مشتقاتو پېژندل او د هغې د  اړوندو  پوښتنو حل کول.

د اوولسمې پېړۍ په لومړيو کې د پير فرما فرانسوي رياضي پوه اسحق نيوتن )انګليسي( 
ولايپ نيتزد )الماني( په واسطه د مشتق بنسټ کېښودل شو، چې نن ورځ د ډېرو مهمو او 
اساسي اقتصادي مسايلو، تفاضلي حساب او انتيګرال اړوند معاصرې رياضي او نور د مشتق د 
مفهوم په اساس رامنځته شوي دي او دا چې مشتق يو ډېر اوږد بحث دى؛ نو کوښښ کوو، 

چې په واضح ډول يې وڅېړو کړو.
د مشتق تعريف: د Y تابع په متحول کې د نسبي تغير پيدا کول د يو وارد شوي تغير 
په اساس په يو مستقل متحول کې،  يعنې y = f(x). او که  د x متحول قيمت تغير وکړي؛ 
 شکل سره 

y
x

∆
∆ نو د وارد شوي تغير پيدا کول په نسبي شکل د Y تابع په متحول کې په 

ښودل کېږي.

ټولیزه موخه:

د مشتق او دهغه اصول پیژندل، همدارنګه د مثلثاتي او لوګارتمي توابعو له مشتقاتو 

سره آشناییږ
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يا په بل عبارت  مشتق عبارت دى د  تابع د تزايد لمټ  د مستقل متحول پرتزايد باندې، 

که چېري  د مستقل متحول تزايد د صفرخواته تقرب کوي.

وکړي. بايد يادونه وشي چې د مشتق د ښودلو لپاره د تابع د پاسه يو زور 
y
xLim

x ∆
∆

→0
يعنې 

  )(xh′ او   )(xd xd)( د  ′ مشتق او  )(xg xg)( د xf)( مشتق او  د  )(xf ′ نوشته کوو، يعنې  د

dx   په  عمومي 
dy

x یا 
y

∆
∆

مشتق وي دا چې په يوه نقطه کې د تابع مشتق په شکل   )(xh د

  شکل ليکو.
ax

afxfLimxf
ax −

−′
→

)()()( صورت د تابع مشتق په 

مشتق پيداکړئ! 2)( xxf = مثال: 

ax
axLim

ax
afxfLimxf

axax −
−

=
−
−′′′

→→

22)()()(

حل:

 aaaaxLim
ax

axaxLim
axax

2)())((
=+=+=

−
+−

→→

53 تابع د ګراف ميل په  (2,0) نقطه کې پيداکړئ! 2 −= xy مثال: د

 

12)312()312(

312)512)531212(

)5)4(3()5)44(3(

)5)2(3(5)2(3()2()2(

)()(

00

2

0

2

0

2

0

22

00

0

=+=
+

=′

+
=

+−−++
=′

=
−−−++

=′

−−−+
=

−+
=′

−+

→→

→→

→

→→

→

hLim
h

hLimy

h
hhLim

h
hhLimy

h
hhLimy

h
hLim

h
fhfLimy

h
afhafLim

hh

hh

h

hh

h

د هندسي مشتق تعريف 

د تابع  د مماس ميل په يوه مشخصه نقطه کې، د تابع له مشتق څخه په هماغه نقطه 

کې عبارت دى.
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y
2

x
10 x

2

N

b
M

y
1

  Mتابع منحني رسم شوى، چې د منحني لومړۍ نقطه د y = f(x) فرض کوو چې د

1oy  نومېږي، چې د  1ox  او د تابع د متحول ارزښت  وي، دا نقطه د مستقل متحول ارزښت 

2x  له  M نقطې دويمې نقطې N ته تغير خوري چې  1x  او  مستقل متحول د تغير په اثر 

دى او په  f(x)y = 2y ارزش اختياروي، په نتيجه کې د تابع مشتق  په هغې نقطه کې تابع  د

يوه مشخصه نقطه کې د منحني د مماس ميل  پيداکول، چې M  نقطه وي او که  N نقطه  

M نقطې ته نېږدي کړو او د هغې لمټ په يوه نيږدې فاصله کې M نقطې ته تقرب ورکړو، 

د هغې د ميلان  د تغير درجه په لاندې ډول په لاس راوړو.

 

m
x
yb

xf
x
yb

MA
ANb

MA
AN

MA
MN

MN
AN

MA
MN

b
bb

MN
ANb

MN
MA

′=
∆
∆

=⇒

′=
∆
∆

=⇒=

=⋅===

===

tan

)(tantan

cos
sintan

sin,cos

یا

د مشتق اقتصادي تعريف

مشتق له نهايي کميت څخه عبارت دى، که يو مجموعي کميت  ور کړ شوى وي لکه 

د مجموعي عايد تابع، مجموعي لګښت، مجموعي توليد، مجموعي سپما، مجموعي سرمايه 

ګزاري، مجموعي صادرات او واردات او نور.
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په لنډه توګه وايو چې د تابع اول  مشتق  عبارت له نهايي عايد او نهايي لګښت، نهايي 

سپما، نهايي پانګې اچونې، صادراتو او وارداتو څخه وي، د لاندې مثالونو مشتق  له لمټ نه 

په ګټه اخيستو پيدا کړئ!

لومړى مثال-

33

3
33333

)(3)(3
?
3

=′⇒=
∆
∆

∆
∆

=
∆
∆

∆=∆⇒∆=−∆+=∆⇒
−∆+=∆⇒∆+=+∆

=′
=

y
x
y

r
r

x
y

xyxxxxy
yxxyxyy

y
xy

∆x تقسيموو. دواړه خواوې په 

y دى نو
x
y ′=

∆
∆  دا چې

xf)( پيداکړئ. ′ )(3 وي xxf = دويم مثال-

 

2

2222

2222

2233

3)(

3)()(

)()()(

))(()()()()(

axf
aaaaxf

aaaaaaxxLimxf
ax

aaxxaxLimxf
ax
axLim

ax
afxfLimxf

ax

axaxax

=′

=++=′

+⋅+=++=′⇒
−

++−
=′⇒

−
−

=
−
−

=′

→

→→→

د مشتق الجبري تعريف

∆x تزايد وکړي، ذکر  f(x)y تابع کې د  x  متحول د h  په اندازه  او یا  = هر کله چې په

)()( زياتوالى متحول کېږي  او د تابع او  متحول د زياتوالي  xfhxfy −+=∆ شوې تابع

نسبت عبارت دى له:

h
xfhxf

x
xfxxfy

x
y )()()()( −+

=
∆

−∆+=∆
=

∆
∆

که چېرې د  x لمټ د صفر خواته تقرب وکړي.

h
xfhxfLim

x
xfxxfyLim

x
yLim

xxx

)()()()(
000

−+
=

∆
−∆+=∆

=
∆
∆

→→→

که وجود ولري ويلاى شو چې ذکر شوې تابع د x په نقطه کې د مشتق لرونکې ده، چې 

 f(x)y = لمټ په پورته رابطه کې نيول شوى دى، د مشتق نيونې عمليه ورته وايي يعنې د 

تابع مشتق په لاندې ډول څېړو.
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 )(xDfDY =    ا و  یا  
dx

xdf
xd

dy )(
)(
= xfy)( یا  ′=′

                                                     

يا په لاندې شکل ښودل کېږي:

x
xfxxfLimxf

x ∆
−∆+

=′
→

)()()(
0

او يا په بل عبارت:

)()()(
00

xf
x

xfxxfLim
x
yLimy

xx
′=

∆
−∆+

=
∆
∆

=′
→→

او په اخره معادله کې دf(x) تابع مشتق په لاندې ډول هم تعريفوو.

xy
xfyfLimxf

xy −
−

=′
→

)()()(

کې عبارت دى له: 0xx = او همدارنګه د f(x) مشتق  په 

h
xfhxfLim

xx
xfxfLimxf

xx

)()()()()( 00
00

0
0

−+
=

−
−

=′
→→

 تابع مشتق دارنګه لاسته راوړو:
4)( xxf = مثال:- د 

h
xfhxfLimxf

h

)()()(
0

−+′
→

حل: فورمول ته په کتو لرو چې:
 

33223

0

432234

00

4322344

4)464(

464)()()(

464)()(

xhxhhxxLim
h

hxhhxhxxLim
h

xfhxfLimxf

hxhhxhxxhxhxf

x

xx

=+++=

++++
=

−+
=′

++++=+=+

→

→→

)2,2( نقطه کې پيداکړئ! −p  تابع د ګراف ميل په 
24)( xxxf −= مثال:- د

حل: د x قیمت په p  نقطه کې عبارت له 2 دى او میل په m ښيو.

0)(
0

42444
0

4)244(4
0

48)244(48
0

2224)22()2(4
0

)2()2(
0

)()(
0

=−
→

=
+−−−

→
=

++−
→

+−++−+
→

=
−⋅−+−+

→
=

=
−+

→
=

−+
→

h
h
Lim

h
hhh

h
Lim

h
hhh

h
Lim

h
hhh

h
Lim

h
hh

h
Lim

h
fhf

h
Lim

h
xfhxf

h
Limm
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نقطه کې پيدا کړئ؟ )3,3( −p تابع د ګراف ميل  په  24)( xxxf −= مثال:- د 

 

2)2(
0

)64(

0

264

0

912269412

0

)2334()269(49

0

2334)23()3(4

0

)3()3(

0

)()(

0

−=−−
→

=
−−

→
=

−−

→
=

+−−−−+

→

+⋅−++−+

→
=

−⋅−+−+

→
=

=
−−+

→
=

−+

→

h
h
Lim

h

hh
h
Lim

h

hh
h
Lim

h

hhh
h
Lim

h

hhh
h
Lim

h

hh
h
Lim

h

fhf
h
Lim

h

xfhxf
h
Limm

د مشتق د پيداکولو قاعدې

د مشتق د سوالونو او مثالونو د اسانه حل کولو په خاطرکولاى شو له فورمول او د مشتق 

له قواعدو نه ګټه واخلو او د هغې سوالونه په سمه توګه تر بررسۍ لاندې ونيسو.

 )1( قاعده: د ثابتې تابع مشتق صفر دى.

لومړۍ قاعده:

. )( IRC∈ دى يعنې 0)( =′ xf يوه ثابته تابع وي؛ نو Cxf =)( ً فرضا

 او C يو ثابت عدد دى) تزايد يا تناقص( نه لري
h

xfhxfLimxf
x

)()()(
0

−+
=′

→
ثبوت: 

x→0 کړى يعنې: او h  مقدار خلاف  د صفر

                              
00)()(

00
==⇒

−
=

→→ h
Limxf

h
CCLimxf

xx        

)(20  تابع مشتق پيدا کړئ؟ =xf مثال:- د 
 0)(02020)()()(

00
=′⇒=

−
=

−+
=′

→→
xf

h
Lim

h
xfhxfLimxf

xx

دويمه قاعده: 

د عينيت تابع مشتق)1( يو دى. 

)(1 دى =′ xf xxf تابع وي؛ نو =)( هر کله چې 

ثبوت:

1)(1)()()()(
00

=′⇒=
−+

=
−+

=′
→→

xf
h
hLim

h
xhxfLim

h
xfhxfLimxf

xx

x=0  کې د مشتق نيونې وړ نه وي، په داسې حال کې چې دا تابع په  نوټ: تابع په 

صفر کې متمادي ده.
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درېيمه قاعده:

  څخه وي.
1)( −=′ nnxxf )(  لپاره عبارت له jnn∈ nxxf تابع مشتق د =′ )( د 

فلهذا د طاقت لرونکې تابع مشتق مساوي دى، توان ضرب د تابع او له توان  نه يو کمېږي.

ثبوت:
 

nnn

nnnnn

nn

hhnxnnhnxxfhxf

xhhnxnnhnxx

xhxxfhxf

++
−

+=−+

−++
−

++=

−+=−+

−−

−−

.....
!2

)1()()(

.....
!2

)1(
)()()(

221

221

د رابطې دواړه خواوې په h تقسيموو لرو چې:

 

 

1

1

0

1

1

22
1

)(

........
21

)1(()(lim)(

........
21

)1()()(

........2
)1(

)()(

−

−

→

−

−

−
−

=+⇒

++
−

=
+′

++
−

=
−+

++

−
+

=
−+

n

n

h

n

n

n

n
n

nxhxf

hxhnnnxLim
h

hxfxf

hxnnn
h

xfhxf

h
h

hnxnnhnx

h
xfhxf

)(1  یا  −=′ nn nxx      

                          

)(24 تابع  مشتق پيداکړئ! xxxf −= مثال:- د

 

1920

12

20)()()2

12)(

)(

xxfxxf

xxf

xxf
n

=′⇒=

⋅=′

=

تابع مشتق  درېيمې قاعدې ته په کتو  لاسته راوړئ! xy = مثال:-د

x
x

x
x

xxyxyxy
⋅

=′⇒
⋅

====′⇒=⇒=
−−

2
1)(

2
1

2

1
2
1

2
1

2
1

2
11

2
1

2
1

4 تابع مشتق په لاس راوړئ!
1
x

y = مثال:- د

44 5
4
5

4
1

4
1

4 4
1

4

1
4
1)(1

xx
y

x
yxxyxy

x
y

⋅
−=′⇒−=′⇒=′=′⇒==

−−−
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څلورمه قاعده:

د يوې تابع او د يوه ثابت عدد د ضرب د حاصل مشتق مساوي دى د تابع مشتق ضرب 

له هغه ثابت عدد 

 [ ] )()( xfkxkf ′= k يو ثابت عدد وي مشتق:  يوه تابع  او f سره هر کله چې 
 [ ]

[ ]

)()()(

)()()()(

)()()(

00

00

0

xfk
h

xfhxfLimkLim

h
xfhxfLim

h
xkfhxfkLim

h
xkfhxkfLimxkf

hh

hh

h

′⋅=
−+

⋅=

−+
=

−+
=

−+

→→

→→

→

1268  توابعو مشتق په لاس راوړی.  8)()37)()212)( xxfxxfxxf ⋅=⋅== مثال:- د

 

7

778

8

5516

66

11

11112

8

96)(

96)8(12)(12)(

12)()

42)6(7)6(7)(

)(7)(7)()

96)9

968)(

8)()

xxf
xxxxf

xxfc
xxxxf

xxfxxfb
xxf

xxxf
xxfa

=⇒

===

=

=′==

′⋅=′⇒=

=⇒

=⋅=′

⋅=

−

−

پنځمه قاعده: 

د توابعو مجموعي مشتق مساوي دى د توابعو د مشتقونو له مجموعې  سره، هر کله 

vuvu ثبوت لرو چې: ′+′=′+ )( xv)( توابع ولرو؛ نو  xu)( او  چې د 

 [ ] { } { }

vuvuxvxu
h

xvhxvLim
h

xuhxuLim

h
xvxuhxvhxuLimxvvu

hh

h

′+′=′+⇒′+′=
−+

+
−+

=

+−+++
=′+

→→

→

)()()()()()()(

)()()()()()(

00

0

xxxuxxv پيداکړئ! 54)(,8910)( 2 +=+= مثال د توابعو د مجموعې مشتق

حل:
 [ ]
[ ] 1581058)810()54()()(

)()()()(
2 +=++=′++′+=′+

′+′=′+

xxxxxxvxu

xvxuxvxu
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تابع وي د دا  x wvuy تابع وي او هره يوه برخه د تابع د  ++= يادښت: هر کله چې 
wvuy ′+′+′=′ رنګه توابعو مشتق عبارت دى له: 

44215  تابع  د نوموړو توابعو مشتق لاسته راوړئ! 356 +++= xxxy مثال:هر کله چې 

حل:
wvuy ′+′+′=′ 	

 
245

356

121090

44215

xxxy
xxxy

++=′

+++=

شپږمه قاعده: 

د دوه توابعو د ضرب د حاصل مشتق مساوي دى د مضرب مشتق ضرب مضروب فيه 

جمع د جمعې مشتق د مضروب فيه د مضروب سره.

xv)( توابع ولرو نو: xu)( او  هر کله چې 
 

h
xvxuhxvhxuLimxvxu

wvuy

h

)()()()())(),((
0

−++
=′

′+′+′=′

→

ثبوت:

))()((  هم جمع او هم تفريق کړو معادله لاندې شکل غوره کوي: xuhxv + که چېرې 

)()()()(

)()()()()()((

)()()()()()(

)()()()()()()()(

00

0

0

xyxuxvxu
h

xvhxvxuLimxuxy
h

xvhxuLim

h
xvhxvxu

h
xvxuhxuLim

h
xvxuhxvxuhxvxuhxvhxuLim

hh

h

h

′++′⇒





 −+

++
−+





 −+

+
−+

−+++−++

→→

→

→

مثال:- که زموږ تابع لاندې شکل ولري:
 

20203615280)(

2012321220123224129648)(

)538)(44)(42)(624()(

44
624

)42)(538(

234

233342334

2322

2

223

++++=′

++++++++++=′

+++++=′

+=′
+=′

′+′+′=′
+++=

xxxxxf
xxxxxxxxxxxf

xxxxxxxxf
xv

xxu
wvuy

xxxxy
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′xy)( مشتق يې پيداکړئ! )23)(87(  وي  32 ++= xxxy دويم مثال – هر کله چې د

حل:
 

164856105)(

426316144842)(

)23)(21)(87)(26()(

21

26
)()()()()(

34

3434

223

2

+++=′

+++++=′

+++=′

=′

+=′
′+′==′

xxxxy
xxxxxxy

xxxxxxy
xv

xu
xvxuxvxuxy

اوومه قاعده:

تابع مشتق عبارت دى د صورت مشتق ضرب مخرج منفي د مخرج مشتق  د کسري 

ضرب صورت پر مخرج مربع

xv)( توابع ورکړل شوي وي؛ نو: xu)( او  هر کله چې د
 

=
+

+−+−+
+

+−+

=
−

+
+

=′

′+′
=′

→

→

→

hxvhxv
hxvxuxvxuxvxuxvhxuLim

xvhxv
hxvxuxvhxvLim

h
xv
xu

hxv
hxu

Lim
v
u

v
uvvu

v
u

x

x

x

)()(
)()()()()()()()(

)()(
))()(())()((

)(
)(

)(
)(

)(

)(

0

0

0

2

او  راغلى  دى  نه  تغير  کوم   رابطه  په  شوي،  منفي  هم  او  هم جمع  )(xv او   )(xu پورته 

همدارنګه صورت او مخرج په h تقسيموو لاندې شکل نيسي.

=
+

−−−+

→

h
hxvhxv

h
xvxvxuxv

h
xuhxu

Lim
x )()(

)()()()()()(

0

او په نتيجه کې

2

00

))((
)()()()(

)()(

)()()()()()(

xv
xvxuxvxu

xvhxLimv
h

xvhxvLimxu
h

xuhxuLimxv
hh

′−′
=

=
+

−+−−+

= →→
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xv)( توابع ورکړل شوې وي نو: xu)( او  هر کله چې 

h
xv
xu

hxv
hxu

Lim
v
u

v
uvvu

v
u

h

)(
)(

)(
)(

)(

)(

0

2

−
+
+

′

′+′
=′

→  

تابع وي مشتق يې پيداکړئ؟
 

xx
xxy

42
510

6

24

−
+

= مثال:- هر کله چې 

246  هغه په معادله کې   510)(,42)( xxxxxxv +=+= دى. 
2)(

v
uvvu

v
u ′+′

=′ حل: دا چې 

وضع کوو، لرو چې:
 

26

2479

26

2479

26

274492779

26

52463

2

)42(
201204040

)42(
201204040)(

)42(
)20604040120)40204080()(

)42(
)412)(510()42)(1040()(

))((

xx
xxxxy

xx
xxxxxf

xx
xxxxxxxxxxf

xx
xxxxxxxxf

v
uvvu

v
uxf

−
−−−−

=′⇒
−

−−−−
=′

−
+−−+−−−−

=′

=
−

−+−−+
=′

′+′
=′′

4 تابع مشتق پيداکړئ؟
1
x

y = دويم مثال- د

)(4 وضع شي نظر اوومې قاعدې ته  لرو چې: xxv = )(1 او  =xu حل: که

58

3

24

32

4
44

)(
140

)(
)1()

)(
)((

x
y

x
x

x
xx

xxv
xuy −=′⇒

−
=

⋅−
=

′
=′=′

اتمه قاعده

هر کله چې v,u او w توابع د مشتق نيونې وړ وي لرو چې:
 [ ]

wuvwvuwvuuvw
wuvwvuvwuwvwvuvwu

vwuwvuwvuuvw

′+′+⋅′=′⇒

′+′+′=′+′+′=

′+⋅′=′⋅′

)(
)(

)()()()(

)22)(4)(3(  توابعو مشتق پيداکړئ؟ 222 xxxxxy +−+= مثال:- د 

حل: اتمې قاعدې ته په کتو لرو چې:
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xxxxxy
xxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxy
xxxxxxxxxxxxxxxy

xxxxxxxxxxxxxy
wuvwvuwvuuvw

1688644036

848212848212412

4128224264824412(

)16)(8282()3)(44()3)(8284(

)16)(4)(22()3)(2)(22()3)(4)(24(

)(

2345

234234534

45323422235

324223223

222222

−−−+=′⇒

−−++−−++++

++−+−+++−−+=′

−−+−+++++−+−=′

−−++++++−+=′

′+′+⋅′=′

نهمه قاعده:

هر کله چې u تابع د مشتق نيونې وړ وي او c هم  ثابت عدد)ثابته تابع ( وي نو:
 uccuucucuucuccu ′=′⇒′=′+⋅=′+′=′ )(0)(

)24)(52( توابعو مشتق پيداکړئ؟ 3 xxy += لومړى مثال:- د

56 او c=0 دى په معادله  2 += xu c=24  دى او مشتق يې xxu او  52 3 += حل: داچې

کې وضع  کوو.
 

120144)(1201440

)56(24)52(0)52)(24()52()24()(

)()()()(

22

2333

+=′=′⇒++=′

+++=+++′=′=′=′

′+′=′=′

xcuyxy
xxxxxxxycuy

ucuccuy

لسمه قاعده:

د مرکبو توابعو مشتق)تابع تابع( د مرکبې تابع مشتق مساوي دى عمومي مشتق ضرب 

داخلي مشتق دى.

))((  يوه مرکبه تابع ده ثبوتوو چې: xfog فرضا

ثبوت:
[ ] [ ]

[ ]
h

xgfhxgfLimxgf

xgxgf
xgfxfog

h

))(())(())((

)())((
))(()(

0

−+
=′

′⋅′=

′=′

→

کېږي xxh −′= اوس  x+h په′x ښيو؛ نو

 xx
xgfhxgfLim

xx −′
−′+

→′

))(())((

)()( ضربوو لرو چې: xgxg −′ حل: صورت او مخرج په 
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[ ] )())(()((

)()(
)()(

))(())((

)()(
)()(

))(())((
)()(
)()())(())((

)()(

xgxgfxgf

xx
xgxgLim

xgxg
xgfxgfLim

xx
xgxg

xgxg
xgfxgfLim

xgxg
xgxg

xx
xgfxgfLim

xxxgxg

xx

xx

′⋅′=′⇒

−′
−′

⋅
−′
−′

=
−′
−′

⋅
−′
−′

=
−′
−′

⋅
−′
−′

→′→′

→′

→′

85 تابع مشتق محاسبه کړئ؟ )4()( += xxf مثال:-د 
 

47547

15185

)4(405)4(8)(

)5()4(8)(

)())(()(

xxxxf
xxxf
xgxgfxf

⋅+=⋅+=′

+=′

′⋅′=′
−−

423 تابع مشتق محاسبه کړئ؟ )24(
1)(

+− xx
xg دويم مثال:- د

 

523

2

523

2

523

2

2523

21423

423
423

)24(
3212)(

)24(
3212

)24(
)83(4)(

)83()24(4)(

)83()24(4)(

)24(
)24(

1)(

+−
+−

=′⇒

+−
+−

=
+−
−−

=′

−⋅+−−=′

−⋅+−−=′

+−=
+−

−

−−

−

xx
xxxg

xx
xx

xx
xxxg

xxxxxg
xxxxxg

xx
xx

xg

)(2 تابع مشتق محاسبه کړئ؟ 3 += xxf درېيم مثال:- د

[ ]

22

3)(

22

3

)2(

3
2
1)(

)3()2(
2
1)3()2(

2
1)(

)())(())((

)2(2)(

3

2

3

2

2
1

3

2

22
1

321
2
1

3

2
1

33

+⋅
=′⇒

+⋅
=

+

⋅=′

⋅+=⋅+=′

′⋅′=′⇒

+=+=

−

x

xgf

x

x

x

xgf

xxxxgf

xgxgfxgf

xxxf
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د مثلثاتي توابعو مشتق

د مثلثاتي توابعو مشتق عبارت دى له:
 

xxhxLimh

h
Lim

h

xhxhx

Lim
h

xhxLimx

xxxx

hxLimh

h
Lim

h

xhxhx

Lim

h
xhxLimxx

dx
d

xxxx
dx
d

xxxx
dx
d

x
x

xx
dx
d

x
x

xx
dx
d

xxx
dx
d

xxx
dx
d

h

hh

hh

h

sinsin1)
2

cos(`
2

2sin

2
sin

2
sin2cos)cos())(cos2

cos)(sincos1)(sin

)
2

cos(`
2

2sin2
cos

2
sin2

sin)sin()(sin)(sin)1

csccos)(sec)(sec)6

tansec)(sec)sec()5

cos
sin

1)(cot)(cot)4

sec
cos

1)(tan)(tan)3

sin)(cos)(cos)2

cos)(sin)(sin)1

0

00

00

0

2
2

2
2

−=⋅−=+⋅

+++
−−+

=′

=′⇒⋅=′

+⋅=

+++

=

−+
=′=

⋅−=′=

⋅=′=

−=
−

=′=

==′=

=′=

=′=

→

→→

→→

→

 
=
′−−′

=′=′=
x

xxxx
x
xxx

dx
d

2cos
)(cossincos)(sin)

cos
sin()(tan))(tan)3



xx
dx

d

x
xx

xx

x

xxxx

2sec)(tan

2sec2cos

1
2cos

2sin2cos
2cos

)(sinsincoscos

=⇒

==
+

=
′−⋅

=


 

xxx
x

x

xx

x

xx

x

xxxx

x

xxxx

x

x
xx

dx

d

2csc)(cot2csc2sin

1

2sin

2cos2sin
2sin

)2cos2(sin
2sin

coscossinsin

2sin

)(sincossin)(cos
)

sin

cos
()(cot)(tan)4

−=′⇒−=−=

=
+

−=
+−

=
=⋅−⋅

=

′−′
==′=
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xxxxx

xx

x

x

x

x

xx

x
x

xxx
dx

d

xxxxx
x

x

xxx

x

x

x

x

x

x

xx

x
xx

dx

d

cotcsc)(csccotcsc

sinsin

cos
2sin

cos
2cos

)(cos1cos0

sin

1
)(csc

cotcsccsc)6

tansec)(sectansec
cos

sin

cos

1

coscos

sin

2cos

sin
2cos

)sin(
2cos

)(cos1cos0
)

cos

1
(0(secsec)5

⋅−=′⇒⋅−=

=
⋅

−
=

−
=

′−⋅
==′

⋅−=

⋅=′⇒⋅=⋅=
⋅

=

==
−−

=
′−⋅

=′=′=







تابع مشتق پيداکړئ؟ x
xy

cos

2
= لومړى مثال:- د 

x
xxxxy

x
xxxx

x
xxxx

x
xxxxy

2

2

2

2

2

2

2

22

cos
sincos2

cos
sincos2

cos
)(sin1cos2

cos
)(coscos)(

+
=′⇒

+
=

−
=

′−′
=′

xxy تابع مشتق محاسبه کړئ؟ sin4= دويم مثال:- د 

xxxy

xxxxxxxy

cossin4

cossin4))(sin(sin)(
43

4344

+=′⇒

+=′+′=

 مشتق يې محاسبه کړئ؟
180

sin xy π
= درېيم مثال:- 

وضع کړو او y لاندې قېمت اختياروي.
180

sin)( xxg π
= xxf  او  sin)( حل: هر کله چې

180
cos

180180180
cos)

180
())(()(sin

)())(())((
πππππ

=⋅=′⋅′=′

′⋅′=′⇒=

xxxgxy

xgxgfyxgfy

تابع مشتق محاسبه کړئ؟ 180
cos xy π

= څلورم مثال- د 

 وضع کړو.
180

cos)( xxg π
= حل: که  f(x)cos او 

180
sin

180

180
).

180
sin()

180
).(

180
()(cos

)()).(())((

xy

xxxy

xgxgfyxgfy

ππ

ππππ

−=′

−=′=′

′′=′⇔=
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xy تابع مشتق پيداکړئ! 2cos2= پنځم مثال:-  د

حل: لسمې قاعدې ته په کتو لرو چې:

 

xxx
xxxxx

xgxgfxgf

2sin.2cos4)2(cos

2))2sin(2)(2cos(2)2cos().2cos(2)2(cos

)()).(()))(((

2

2

−⇒=′

−=′=′

′′=′

شپږم مثال:- د y=cos(6x-4) تابع مشتق پيداکړئ!

)46sin(6
6).46sin(

)46).(46sin())46(cos(

−−=′⇒
−−=

−−−=′−′

xy
x

xxxy

اووم مثال:-  د  y=sin(4x-1) تابع  مشتق محاسبه کړئ!

حل:

)14cos(4))14(sin(
)14cos(44)14cos()14).(14cos())14(sin(

−=′−⇒
−=−=′−−=′−

xx
xxxxx

اتم مثال:- د y=secx.cotx تابع مشتق محاسبه کړئ!

حل:	                      

)cos1(sec

sec.cossec

sec)cos()(cottan.(sec

sec)(cotcot).(sec)cot.(sec

2

2

2

xx

xxx

xxxxx

xinxxanxxy

−=

−=

−+=

′+=′=′

د لوګارتمي توابعو مشتق

 a داچې په پورته فورمول کې 
a
e

x
y log1
=′  عبارت  دى له 

a
x

y log= د لوګارتمي تابع مشتق 

 e او eaLim a
x

=+
→

1

0
)1( او يا exLim x

x
=+

→

1

0
)1( کولاى شي هر قيمت غوره کړي او e عبارت ده له 

يو غير ناطق  ثابت عدد دى او  قيمت  يې عبارت دى له

e =2,7182818284599045……
 )(1 ′=

a
x

Log
a
e

Log
x a تابع مشتق پيداکوو چې

x
Logy = او اوس  د
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ثبوت:
 

a
eLog

xa
xLog

a
eLog

x
aaLim

x

x
hLogLim

xx
hLog

h
xLim

x

x
hxLog

h
Lim

h
a
xhxLog

Lima
xLog

a
a

h
x

a
x

a
x

a
xx

1)(

1)1(log1

)1(1)]1([1

]1[
log)(

)(

1

0

00

00

=′⇒

=+=

+=+

+
=

−+
=′

→

→→

→→

فرض کوو. a
x
h
= دا چې 

 )()( xuLoabxf = )().()( که چېرې xuufxf ′′=′ يا په بل عبارت زنځيري قاعدې ته په کتو

 
x

xf 1)( =′ په  مساوي   x
eLogxf )( xu وي = چېرې  که  log.)( دى 

)(
1)( xu

a
e

xu
xf ′=′ لرو غواړو 

سره دى.

نتيجه: د پورته فرمول ثبوت دارنګه  تشريح  کوو چې:

1loglog دى يعنې: ==
a
e

a
e 1- هر کله چې a=e  وي  که چېرې

 
x

Lnx
xxa

e
Log

xa
e

LogLnx 1)(11.11)()( =′⇒===′=′

10 ليکلاى شو او د هغې مشتق اخيستلاى 
x

Log
a
x

Log = 2-هر کله چې a=10  وي که چېرې 

شو داسې چې:
 

Loge
x

Logx

Loge
x

e
Log

x
x

Log
a
x

Log

1)(

.1
10

1)
10

()

=′⇒=

==′=′

لومړى  مثال:- د x+2) f(x)=Log(4 تابع مشتق محاسبه کړئ!

نو 4)( =′ xu حل: په دې ځاى کې u(x)=4x+2 او 

 )(
24

4
24

4
)(
)()( xf

e
Log

xxe
Log

xu
xuxf ′=

+
⇒

+
′

=′
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د توان لرونکو توابعو مشتق:

دy=ax توابعو مشتق دارنګه محاسبه کوو:
xLnaLny = y=ax دواړو خواوو ته مشتق نيسو

Lna
y
y
=

′ دواړو خواو ته مشتق نيسو
LnaayLnaaLnayy xx ... =′⇒==′⇒

دويم مثال– لاندې مشتقات محاسبه کړئ!
 

)3(cos)()
)()()

)1()()

5)()

23

2

xLnxfd
xxLnxfc

xLnxgb
xLogxfa

=
+=

+=

=

xLogxfa 5)() =                                                                                  
حل:  

′xu)( نظر فورمول ته لرو چې: په دې ځاى کې u(x)=5x او 

               x
LogeLoge

x
Loge

xu
xuxf ==

′
=′

5
5.

)(
)()(

 )1()() 2 += xLnxgb

 
)()() 23 xxLnxfc +=

xxu فورمول ته په کتو لرو چې: 2)( =′ )(1 او 2 += xxu حل: 

1
2

1
2.

)(
)()( 22 +

=
+

=
′

=′
x

xLne
x

xLne
xu
xuxg

Lne=1  دى.  داچې

حل: 

داچې:
232 )(,23)( xxxuxxxu +=+′

 
xx

x
xxx

xxxf

xx
xxLne

xx
xxLne

xu
xuxf

+

+
=

+

+
=′

+

+
=

+

+
=

′
=′

22

23

2

23

3

2
)2(

)2()(

2323.
)(
)()(
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حل:
 )3(cos)() xLnxfd =                                                                             

xxuxxu 3cos)(,3sin3)( =−=′

x
x
x

xu
xuxg 3tan3

3cos
3sin3

)(
)()( −=

−
=

′
=′

 تابع موجوده وي که چېرې u=f(x) وي مشتق يې عبارت دى له:
xu

eLpgy = که 

u
uny

u
un

v
uunLogLogy n

n
u
e

u
e

nn

′
=′⇒

′
=

′
=′==

− ..)(
1

مثال: د لاندې معادلې مشتق پيداکړئ:

xxx
xx

xxx
xxxy

xxx
xx

xxx
xxxxxxy

u
un

v
uunxy

xxxu

xxxu

xxxLogy

n

n

35.25
61030

)35.25(2
)61030(2)(

)65.10(
122060

)65.10(
)65.10)(61030(2)(

..)(

61030)(

65.10

)65.10(

23

2

223

2

223

2

223

232

1

2

23

223

++

++
=

++

++
=′

+

++
=

+

+++
=′

=
′

=
′

=′

++=′

+=

+=

−

د ضمني توابعو مشتق

هر کله چې د x اوy  متحولين د y=f(x) را بطې پواسطه له يو بل سره رابطه ولري، په 

دې صورت کې y صریح تابع د x متحول ده،  ولې ممکنه ده چې د y, x تر منځ  ارتباط د  

f(x,y)=0 رابطې پواسطه معین  يا ټاکلى وي، په دې حالت کې ويل کېږي، چې y ضمني تابع 

 22 xry −−= 22 او xry −= 0222 معادله چې دوه صريح تابع =−+ ryx د x وي لکه 

افاده کوي او پورته معادله د ذکر شويو توابعو ضمني حالت دى .د ضمني توابعو د مشتق 

پيداکولو په خاطر  y نظر x متحول ته  د ټاکلې معادلې دواړو خواوته نظر x ته مشتق 

نيسو، داسې چې y متحول د  x تړلې تابع  فرض کېږي او په نهايت کې د y تابع مشتق نظر  

x متحول ته عبارت دى له:
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)(
)(

yf
xf

dx
dy

′
′

=

 )(yf ′ xf)( د f مشتق نظر x متحول ته  دى، که  x  ثابت فرض شي ′ که y ثابت فرض شي

د f مشتق نظر y متحول دى.

0222 ضمني تابع په لاس راوړئ! =−+ ryx مثال: د y مشتق نظر x  ته له 

حل:

y
xy

y
xyxyy

yyxryx

−=′⇒−=′⇒−=′⇒

=′+=′−+

2
222

022)( 222

                                                

دويم مثال-
 

16
22)16(26

026)(

0

5
55

526

26

−
=′⇒=−′⇒=′−′⇒

=−′−′=′−−

=−−

y
xyxyyxyyy

xyyyxyy
xyy

024 تابع مشتق پيداکړئ! =−− xyy درېيم مثال- د 

14
2)(

14
22)1(24

0240)(0

3
24

3
3

32424

−
=′−−⇒

−
=′⇒=−′⇒=′−′⇒

=−′−′⇒=−′−⇒=−−

y
xxyy

y
xyxyxyyy

xyyyxyyxyy

بايد يادونه وشي، چې موږ کولاى شو د لوګارتم په وسيله مشتق  ګيري وکړو، ځکه په 

ډېرو مواردو کې د توابعو مشتق له لوګارتم نه په ګټه اخيستو محاسبه کېږي، داسې چې په 

پيل کې د y=f(x) رابطې دواړو خواوو ته طبيعي لوګارتم نيسو

Lny=Lnf(x) لرو چې

د پورته ذکر شوې رابطې دواړو خواوو ته  د ضمني تابع په حيث کولاى شو مشتق ونيسو، 

داسې چې

)).)(

).()(1)(

′=′⇒

′=′⇒′=
′

⇒′=′

Lnyxfy

LnyyyLny
y
yy

y
Lny

f(x)y  دى = داچې
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دويمه طريقه:

))().(()(
)(
)())(( ′=′⇒

′
′ xLnfxfxf

xf
xfxLnf

   

xxy مشتق د لوګارتم په مرسته محاسبه کړئ! 2= لومړى مثال:  د 

حل:

x

x

x

xLnxy

yLnxyLnxyy
x

xLnx
y
yLnxLny

LnxxLnyLnxLny

xy

2

2

2

)1(2

).1(2)22(

1.22)2()(

.2

+=′

+=′⇒+=′

+=
′

⇒′=′

=⇒=

=

xxy  په پورته معادله کې وضع کوو. 2= داچې

uvy تابع مشتق لاسته راوړئ. = دويم مثال- د 

حل:
 

u

uu

v
v
vuLnvuy

y
v
vuLnvu

LnvuLnvu
y
ynvuLLnyLnvLnyvy

)(

)(

)().()(

′
+′=′

′
′

+′⇒

′+′=
′

⇒′=′⇒=⇒=

د نسبتي توابعو مشتق  د مشتق متحول

کله چې زموږ تابع يوه نسبتي تابع ورکړل شوې وي او د هغې مشتق پيداکوو، د مشتق د 

پيداکولو لپاره له لاندې قاعدې څخه ګټه اخلو.

تابع ورکړل شوې وي، مشتق يې عبارت دى له: x
y 1
= 1- که 

ثبوت: 
 

2
2

11

1

2

1)()(

1)(

1

1)(

x
xyxxy

xxy

xy
x

y

x
xy

−=′⇒−=′

⋅−=′

=⇒=

−=′

−

−−

−
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nx شکل ولري، مشتق يې عبارت دى له:
y 1
= 2-که تابع 

1

1

+
−

=′

=

n

n

x
ny

x
y

10 تابع مشتق پيدا کړئ!

1
x

y = لومړى مثال: د 
 

11

11110

1
10

10

10)(

10)(10)(

)(1

x
xy

xxyxxy
x

nxyx
x

y n

−
=′⇒

−=′⇒−=′

−
=′==

−−−

+
−

 وي د دارنګه توابعو مشتق عبارت دى له:
)62(

1
23 ++

=
xx

y  3-که تابع 

حل:

233

2

33

1

)62(
)43(

)62(
1

1

++

+−
=′⇒

++
=

−
=′⇒= +

xx
xxy

xx
y

x
uy

u
y n

تابع وي، د هغو توابعو مشتق عبارت دى له: nx
y 1
= 4- هر کله چې 

1)( +
′−

=′
nu
unxy

 تابع مشتق محاسبه کړئ!
)62(

1
23 ++

=
xx

y مثال: د

حل:
 

13)122654(

)12420(12)(

1)(

12420)(

)122654(

12)122654(

1

++

+−
=′

+
−

=′

+=′

++=
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=
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xxxy

nu

nuxy

xxxu

xxu
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y

(c) ketabton.com: The Digital Library



51

دویم مشتقات او له هغې پورته

په پورته مثالونو کې موږ يواځې د ورکړل شوو توابعو اول مشتق د مشتق نيونې له 

روشونو  نه په ګټه اخيستو  او د هغو  د قاعدو په کارونې خپل سوالونه حل کړي او اوس 

د دويم مشتق دپيداکولو لپاره  او له هغې پورته هم  له قاعدو څخه چې په پورته  ذکر 

شوو توابعو کې د مشتق نيونې په خاطر  ترې ګټه اخيستل شوې وه هم دګټې اخيستو وړ  

ګرځي، داسې چې مخکې ذکر شوي د تابع اول مشتق ورکړل  شوى وي، د مربوطه منحني 

په ميلان   کې له تغير  نه ګټه اخيستل  شوې او د دويم مشتق  څخه  د مربوطه منحني په 

ميلان  کې ګټه اخلو او په ورکړل شوې تابع کې دويم مشتق د تغير درجه  ښيي.

په  مشتق  لومړى  تابع  دې  د  وي  ورکړل شوې  تابع  توليدي  يوه  که  توګه:  په  مثال  د 

مجموعي توليد کې نسبي تغير ښيي، چې د نهايي توليد يا مؤلدیت په نوم يادېږي او د ذکر 

شوې تابع دويم مشتق په مؤلديت کې زياتوالى ښيي.

8
128
124 2

=′
+=′
+=

y
xy

xxy

xxy  تابع د مشتق غوندې يې محاسبه کړئ! 124 2 += د 

او همدارنګه  بايد وويل شي چې د يوې تابع مشتق د يوې نوې تابع په حيث کېداى شي 

د مشتق نيونې وړ وي، د تابع د مشتق مشتق دويمه مرتبه مشتق  نومېږي او په همدې 

ډول تابع کېداى شي څو ځلې  او حتى لايتناهي ځلې د مشتق نيونې وړ وي او دارنګه 

مشتقات په لاندې ډول ښودل کېږي.

 

 f(x)y =  تابع                                                                                                                                                 

                              

 لومړى مشتق

دويم مشتق

درېيم مشتق

)(n ام مشتق

)(

)(

)(

)(

3

3

2

2

xf
dx

ydy

xf
dx

ydy

xf
dx

ydy

xf
dx
dyy

n
n

n
n ==

′′′==′′′

′′==′′

′==′
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مثال: د لاندې توابعو اول، دويم، درېيم او څلورم مشتق لاسته راوړئ!

 )

)b

a

)c

)c

0

720

2436

24360

1012120

10101230

610546

sin,...

cos,sin
cos,sin

0

48
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123024
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0
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=

=
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






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=
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=
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y
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xxy

xxy
xxxy

xxxxy

y
xyxy

xyxy

y
y

xy
xxy

xxy
xxxxy

y
ay

baxy
cbxaxy

dcxbxaxy

د دویمو او له هغې نه د پورته مشتق قواعد هر کله چې  د u او v  توابع د n ام ځلې 

مشتقاتو لرونکې وي نو:
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)())()(1

nnnnnn
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xey.2 تابع څخه په لاس راوړئ! ax= مثال: دويم مشتق له 
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د دويم څپرکي پوښتنې
له قاعدو نه په ګټه اخيستو  سره د لاندې توابعو مشتق پيداکړئ!

 

35

48

82)( )6

83
8
1)( )5

 )4

xxxf

xxxf

xy
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xxf
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له تعريف نه په ګټه اخيستو د لاندې توابعو مشتق لاسته راوړئ!
 

x
xxf

xxf
x

xf

−
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د لاندې الجبري توابعو مشتق په لاس راوړئ!
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د مثلثاتي توابعو مشتقات لاسته راوړئ!
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23 xxLny
xLogy

Logxy
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=
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2xtanxy 24)
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د لاندې توابعو مشتق د لوګارتم په مرسته پيداکړئ!
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درېيم څپرکی

قسمي، ترکيبي او کلي مشتق نيونه

د زده کړې موخې: د دې څپرکي په پای کې به لوستونکي:
1-مشتق تعريف او اړونده سوالونه حل کړاى شي.

2- قسمي مشتقات تعريف او قواعد يې درک کړي.
3- دويم قسمي مشتقات تعريف او قواعد يې درک کړي.

4- کلي مشتقات تعريف او د هغې مربوطه سوالونه حل کړي.
5- له قسمي، دويم قسمي مشتقاتو نه ګټه اخيستل او د مشتقاتو حل به لوستونکي 

درک کړي او د هغې په کارونه به پوه شي.

قسمي مشتقات
څو متحوله تابع او قسمي مشتقات د اقتصادي رياضي له مهمو او اساسي مسايلوڅخه 
دي،  تر اوسه مو د توابعو مفاهيم، لمټ او مشتق مطالعه کړل، چې يواځې د يو مستقل 

متحول لرونکي وو، يعنې توابعو  په عمومي توګه y=f(x) شکل درلود.
د دارنګه توابعو د مشتق له قيمت نه په ګټه اخيستو يا يو د مشتق له قواعدو څخه 
ګټه اخلو مشتق يې پيداکوو او اوس هغه توابع  تر مطالعې لاندې نيسو، چې امکان لري 
په ځينو حالاتو کې يو تابع د يوه تړلي متحول د دوه او يا څو مستقلو متحولونو په عوض 
وي، يعنې u=f(x,y) اوu=f(x,y,z)  او نور چې دارنګه تابع دوه متحوله،  درې متحوله  او 

نور نومېږي.

ټوليزه موخه

له  او  نيونه درک کړي  او کلي مشتق  ترکيبي  توګه  قسمي،  په سمه  به  لوستونکي 

اصولو او قواعدو به سمه ګټه واخلي.
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مثلاً:
 

)....,,,( )4
32 )3

 )2

1064 )1

4321

222

22

nxxxxxfz
zxyzyxu

yx
xyz

yxz

=
++−=

+
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−+=

د )1( او )2(  سوالونو په اړه  د z تابع  دوه متحوله  او  3 د  u تابع درې متحوله  او 

),,,....( مستقل  4321 nxxxxx تابع متحول د   z په دې ځاى کې  بايد وويل شي، چې  مثال   4

متحولين وي او د څو متحوله تابع مشتق له متحولينو څخه يوه ته په کتو په داسې حال کې 

ډېر له هغې څخه ثابت عددونه فرض شي نظر هماغه متحول ته په کتو د تابع د قسمي 

مشتق په نوم يادېږي او څو متحوله توابع کېداى شي د بيلابېلو مرتبو د قسمي مشتقاتو 

مشتقات  قسمي  تابع   متحوله  دوه  د  داچې  وي،  ته  متحول  مربوط  هر  نظر  لرونکې  

z=f(x,y)په لاندې ډول ليکو

 

 

),(

),(

yxfy
dy
dz

yxfx
dx
dz

=

=

x پيدا کوو، لرو چې:
3
x  او  اخر 

2
 ته نيسو، نظر 

 
x

1
همدارنګه د z قسمي مشتقات نظر 

 

3
33

2
)(2

11
(1

)(

)(

2

)1

zx
xfdx

dzzx
dx

dz

xfzx
dx

dz

xf

xf

==

⇒=

لومړى مثال- قسمي مشتقات يې پيداکړئ!
 

yx
dy
dz

yx
dx
dz

yxyxz

1298

812

686 22

+=

+=

++=
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دويم مثال: قسمي مشتق يې پيداکړئ!
 

xyxyxzy
yd

dz

yxyyxzx
xd

dz
xyyxyxz

48448
)(

24472
)(

2446

2712

2811

22812

++==

++==

++=

درېيم مثال: قسمي مشتقات يې پيداکړئ چې:
 

4

2

22

22

2

2

16
24

)4(
)4(0)3(8

3
4

y
xy

y
xyxzx

y
xz

=
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څلورم مثال:	
 

3223

432

162412

2412

 4y4+12x2y2+4x3y3 = z

xyxyxzy
dy
dz

xyyxzx
dx
dz

++==

+==

پنځم مثال-  د درې متحوله تابع قسمي مشتقات په لاندې ډول دي:
 

1

22

42

624

22

2

2

22

+=

−=

+=

++−+=

yx
dz
du

yzx
dy
du

zxy
dx
du

zyxzyxu

شپږم مثال- د f(x,y)=x2y-5xy2+4xy تابع قسمي مشتق  په لاندې ډول دي:
 

xxyxyf
y

df

yyxy
dx
duxf

410)(

452)(

2

2

+−==
∂

+−==

دويم قسمي مشتقات او ترکيبي مشتقات

نظر  لپاره  دويم ځل  د  مشتقونه  قسمي  اول  وغواړو  قسمي مشتقات :کله چې  1-دويم 

هماغه متحول ته مشتق ونيسو د ذکر شوې تابع قسمي دويم مشتقونه نظر هماغه 

متحول ته په لاس راځي، دويم قسمي مشتقات  په تابع کې له  تغير څخه عبارت دي 

نظر په وارد  شوي تغير په مستقل متحول کې يې تر بحث  لاندې نيسو.
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2-ترکيبي مشتقات: که موږ قسمي مشتقات نظر x متحول ته يو ځل بيا نظر  y  متحول  

مشتق و نيسو، ويلاى شو چې د تابع ترکيبي مشتق په لاس راغلى.

او هر کله چې د f(x,y) تابع په  (x,y)  نقطه کې له تعريف ناحيې څخه د قسمي 

مشتقات هم توابع  د x  او y دي او کېداى  شي د لاندې 
x
f

y
f

∂
∂

∂
∂ , مشتقاتو لرونکې وي د

قسمي مشتقاتو لرونکې وي.
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دى.
 
f
xy

= f
yx

 توابع متمادي وي په هغه صورت کې
 
f
yx

,f
xy

که 

لومړى مثال: د لاندې تابع اول قسمي مشتقات، دويم او ترکيبي مشتق پيداکړئ! 
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ترکيبي مشتق

223 محاسبه کړئ! 2234 +−+= xyyxyxz دويم مثال- دوه متحوله تابع 
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 دى
xy
z

xy
z

∂∂
∂

=
∂∂

∂ 22
په پورته مثال  کې ليدل کېږي چې

32 تابع اول او دويم ځلي مشتقات دا رنګه پيداکوو. yyxz += درېيم مثال- د
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څلورم مثال- فرض کړئ چې د يوې تصدۍ د توليد تابع  د لاندې شکل لرونکې وي. 

په پورته تابع کې Q د توليد مجموعي مقدار دی. 4
3

4
1

.. LkAQ =

وسطي توليد دk په ارتباط

 

4
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1
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L
KA
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K

LALkALLAk

L
LAk

L
QQ

K
LAQ

=⋅=

=
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=−=
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=⇒

A د تکنالوجۍ ضريب  kد توليد عامل لکه د توليد د وسايلو پانګه د توليد بل عامل، 

لکه کار او طاقت  k  اوL   نه يواځې د توليد د عواملو نماينده ګي کوي، بلکې د عايد په 

توزيع کې هم ترې ګټه اخيستل کېږي، لاندې مطالب هدف دى.
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1- توليد يا د توليد د عواملو وسطي مؤلدیت.

2- نهايي توليد يا د توليد د عواملو نهايي توليد.

3- په توليد کې د تغير درجه يا د عواملو مؤلديت. 

4- په نهايي مؤلديت کې د تغير درجه يو له عواملو ده، که چېرې په يوه وخت تغير وکړي.

نوټ:    

4
3

4
1

.. LkAQ =

L= کارگر

 K=ماشین

Q= تولید

د لومړي جز ځواب:

)

4
3
4
3

(4
3

.4
3

.4
3

.1.4
1

.

4
3

.4
1

.

K

LALkALKkA

K
LkA

K
QQ

=
−

=−=

===

د هغې حل په صفحه مخامخ ليکل شوى.

د L په ارتباط وسطي توليد 

2-نهايي توليد: مخکې له دې چې دويم جز حل کړو، نهايي توليد دا رنګه تعريفوو:

نهايي توليد د مجموعي توليد په  مقدار کې  له هغه تغير څخه عبارت دی، چې د يو 

وا حد تغير  په اثر  په مربوطه عامل کې منځ ته راځي، خو که چېرې زيات عوامل ثابت 

پاتې وي.

د رياضي له مخې د توليد د تابع له قسمي مشتق څخه عبارت  نظر د K په څېر عامل 

ته که چېرې بل عامل په تابع کې پاتې شوى وي.

يعنې:
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د درېيم جز ځواب.
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د څلورم جز ځواب

د تابع ترکيبي مشتق دا رنګه پيداکوو، دا چې ترکيبي مشتق مثبت وي په دې دلالت 

کوي، چې په نهايي مؤلديت کې تغير او ټول عوامل د متحول مربوط وي،  مثبت دي فلهذا 

مخ په زياتېدو دي.
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3 تصدۍ د توليد تابع وي.
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3
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.4 LKQ = پنځم مثال- هر کله چې د 

1- د K او L عامل وسطي توليد محاسبه کړئ!

2- نهايي توليد يې محاسبه کړئ!

3- په توليد کې د تغير درجه محاسبه کړئ!

4- په نهايي مؤلديت کې د تغير درجه محاسبه کړئ!

K  د k عامل وسطي تولید
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Q 3
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د دويم جز ځواب تر کيبي مشتق
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د درېيم جز ځواب
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بايد وويل شي چې د ترکيبي مشتقونو ضريبونه مثبت دي، فلهذا تابع مخ په زياتېدو ده.

کلي مشتقات

په قسمي مشتق نيونه کې مو د تابع مشتق، نظر يوه متحول ته نيوه او نور متحولونه  

مو ثابت فرض کړل.

ولې په کلي مشتق نيونه کې ټول متحولونه په يو وخت تغير کوي، د مشتق نيونې په 

مبحث کې مو وليدل چې که y=f(x) تابع وي.

 dx شکل لري او که د معادلې دواړه خواوې په  )(xfdx
dy = او د هغې تابع مشتق 

ضرب کړو معادله لاندې شکل غوره کويdy=f(x)dx  چې دا افاده د کلي مشتق مفهوم لري 

، کلي مشتق نيونه هغه وخت د بحث وړ کېږي، چې تابع د څو مستقلو متحولينو لرونکې 

وي او موږ په خپل ځاى کې توابع تر مطالعې لاندې نيسو.

چې د دوه ډوله مستقلو متحولينو لرونکې وي او د دې توابعو کلي مشتق عبارت دى 

د تابع له قسمي مشتقاتو د ضرب د حاصل له مجموعې سره او د هغې په مربوطه متحول 

کې د وارد شوي تغير سره.

فرضاً که تابع لاندې شکل ولري y = f(u v w) چې په هغې کې u,v,w  د بل  متغير 

تابع  لکه د x ده، چې مرکبه تابع نومېږي او د دارنګه توابعو مشتق عبارت دى له:
 wxwfvxvfuxufy ... ′+′+′=′

يا په بل عبارت
 

dx
w

dw
f

dx
v

v
f

x
u

u
f

dx
dy ∂∂

+
∂

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= ...
                                          

ياپه بل عبارت په اقتصادي مسايلو کې هغه وخت بې نهايت ارزښت لري او په t  ښودل 

کېږي، کولاى شو له دې فورمول نه ګټه واخلو، يعنې که u=f(x,y,z) په داسې حال کې 

چې z,y,x  توابع له  t  متحول څخه
 

dt
dz

dz
u

dt
dy

y
u

dt
dx

x
u

dt
du ... ∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=

 Z=f(u,v) . او که د مرکبو توابعو مشتق  د دوه ميانجي مستقل متحولونو  لرونکی وي

په داسې حال کې چې u=f(x,y) او v=Q(x,y) وي x,y مستقل وي؛ نو د z   تابع مشتقات 

نظر x اوy متحول ته عبارت دي له:
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لومړى مثال: د لاندې مرکبې تابع مشتق محاسبه کړئ!

دا چې
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ϕ تابع )فی( د دوه مستقلو متحولو x.اوy د  ميانجي متحول په واسطهt=x2+y2  وي نو: حل: د 
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ϕ

ϕ

اقتصادي مسايلو  له  راهسې  پخوا  له  ډېره   تر  رياضي  اقتصادي  يادونه وشي چې  بايد 

توليد، عرضه، تقاضا، توزيع، متاع، اجناس، وخت، کار  او نورو سره سروکار لري، له دې سببه 
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او  لپاره له لاندې فورمول نه ډېره ګټه اخيستل کېږي  د توابعو د کلي مشتق د پيداکولو 

فورمول په لاندې شکل تشريح کوو، فرضاکًه تابع د لاندې شکل لرونکې وي.
 

Ι+=

Ι+=

=

.....

.....

),(

dyzydxzxdz

dy
dy
dzdx

dx
dz

dx
dz

yxfz

1-که تابع د تابع تابع شکل ولري، دا چې z د تابع په اوله مرحله کې د (x,y) متحول  وي 

او په دويمه مرحله کې يو له مستقلو  متحولو څخه  تابع  د بل مستقل متحول وي 

لکه   z= f(x,y) داسې، چې y=f(x) وي  په دې مرحله کې دz  کلي مشتق نظر  x  ته او 

  محاسبه کېږي او د I  معادلې دواړه خواوې په dx تقسيموو، معادله لاندې شکل 
dx
dz

اختياروي.
 

2.........

1..........

dx
dyzyzx

dx
dz

dx
dx
dyzy

dx
dxzx

dx
dz

+=

+=

2-که  z=f(x,y) وروسته د  x  له له طريقه يواځې د  y تابع  وي، د z کلي مشتق نظر Y ته 

 او په اول قدم کې  z = f(x,y) وروسته  x=f(y) اوس د 
dz
d دارنګه محاسبه کېږي، يعنې

I  معادلې دواړه خواوې په dy تقسيموو، معادله لاندې شکل اختياروي.
 

3...

.

zy
dy
dxzx

dy
dz

dy
dyzy

dy
dxzx

dy
dz

+=

+=

3-په درېيم حالت کې کولاى شي د z  تابع اول د y,x تابع او دويم د y,x له طريقه  هر يو 

د بل متحول وي، داچې په اقتصادي مسايلو کې د   (t) وخت عامل  اساسي رول لري، 

په دې حالت کې z د y,x تابع او وروسته د y,x له طريقه د t تابع  وي لکه:

z=f(x,y) و X=f(t)

Y=f(t)

 محاسبه کېږي  د I  معادلې دواړه خواوې 
dt
dz داچې د z  کلي مشتق نظر t ته عبارت له

په  dt تقسیموو اول  فورمول لاندې شکل غوره کوي.
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63 تابع کلي مشتق محاسبه کړئ!
2

.6 yxz = درېيم مثال: د 

حل: اول فورمول ته په کتو لرو چې : 
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dyyxdxyxdz
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dyzyzxdxdz
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229 څخه وي، په دې  yxz = څلورم مثال: فرض کوو چې د يوه کارګر د عايد تابع عبارت له 

تابع کې z خالص عاید x د کارګر  د ورځې کار y د في ساعت کار مزد  او لکه څنګه  چې 

فرض کوو،  چې د في ساعت کار مزد  د تابع تابع  د کارګر د کار د ساعت اندازه  وي

132 په دې حالت کې د کارګر د تابع کلي مشتق پيداکړئ) د کار ګر په عايد  −+= xxy

کې تغير  په y اوx کې د وارد شوي تغير په اثر يعنې  کار په ساعت کې او د في ساعت کار 

مزد( څو دى.

حل: فورمول ته په کتو لرو چې:
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dx
dzyxz

dx
dyzyzx

dx
dz
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1- د y قيمت په لاسته راغلي ځواب کې وضع کوو
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xxxxxxxxx

xxxxxxxxx
xxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxx
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dx
dz

yxyxxy
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1816225227054

54126162361810812610818
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2

3- کولاى شو د پورته سوال ځواب دارنګه په لاس راوړو، چې د y قيمت په اصلي تابع کې 

وضع کوو او بيا نظر x ته د تابع مشتق نيسو.

 

xxxxx
dx
dz

xxxxxz
xxxxz
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)166(9

)13)(13(9)13(9
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342

222222
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3)164( −+= yxz پنځم مثال: فرض کوو چې د عرضې تابع د يوې متاع لپاره عبارت ده له 

په پورته مثال کې z د عرضې مقدار او تابع ده، x د متاع قيمت او y  د تعويض د اشياؤ 

xxy وي، د  82 2 += قيمت وي، هر کله چې د اشياؤ قيمت تعويضي او د تابع قيمت متاع 

اړونده متاع په عرضه کې کلي تغيرات د هماغې متاع د قيمتونو او اشياوو په نظر کې نيولو 

سره عوض او محاسبه کړئ او د z کلي مشتق پيداکړئ! 

حل:
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222  وي، ځکه د  )2( yxyxz ++= ٦مثال- که فرض کړو د متاع لپاره  د عرضې تابع
 y=6x2+1

  x=2  y=4 او

حل: 
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dxzx
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dx
dz

dx
dz

yxyxyxxyxyxyx
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dz

229 څخه وي؛ نو  yxz = اووم مثال: فرض کوو چې  د يوه کارګر  د عايد تابع  عبارت  له 
په  دې تابع کې z خالص عايد x  د کارګر د ورځني  کار ساعت y  د  کار د في ساعت مزد، 
همدارنګه فرض کوو چې د في ساعت کار مزد  تابع د تابع د کارګر  د  کار د ساعتونو اندازه 

او لاندې شکل لري.
134 −+= xxy
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په دې حالت کې د کارګر د کار د تابع کلي مشتق  محاسبه کړئ!

)د وارده تغير په اثر د کارګر په عايد کې تغير په x,y  کې  يعنې د کار  په ساعت کې 

او د في  ساعت کار مزد( څو دى؟

حل:
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پاسنی سوال کولاى شو  له دوه جهتو بررسي کړو:

1-د y قيمت په وروستي ځواب کې وضع کوو، لرو چې:
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۲-کولاى شو د ذکر  شوې تابع ځواب  دارنګه  لاسته را وړو، چې y په اصلي تابع کې وضع 

کوو، وروسته نظر x ته د تابع مشتق پيداکوو.

134 وي. −+= xxy 229 دى yxz = حل: دا چې 
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د درېيم څپرکي پوښتنې:

1- د لاندې توابعو قسمي مشتقات محاسبه کړئ!
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2
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xxz
yxz
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2- د لاندې توابعو اول او دويم قسمي مشتقونه او ترکيبي مشتق پيداکړئ!
 

)24()2

24168)1
22

22

yxz
yxyxz

+=

−+=

3-  فرض کړئ چې د يوې تصدۍ د توليد تابع  لاندې شکل لري:
 

3
2

3
1

8 Lkp =

1-د k د عامل په اړه وسطي توليد

2- دL د عامل په اړه وسطي توليد

3-نهايي توليد

4- په توليد کې د تغير درجه

5- په مؤلديتونو کې د تغير درجه 

پورتني پنځه جزه محاسبه کړئ!

وي. 229 yxz = 4- فرض کوو چې د يوه نجار د عايد تابع عبارت له 

 z -1 خالص عاید   x -2 د نجار ورځني کاري ساعتونه y -3 د في ساعت کار مروج مزد 

سربېره پر دې فرض کوو، چې د في ساعت کار مزد د نجار د کاري ساعت د اندازې تابع 

134 په دې حالت کې د نجار د تابع کلي مشتق پيداکړئ! −+= xxy وي، يعنې 

2324 تابع کلي مشتق  پيداکړئ که چېرېx=8y4 وي. yxez += 5- د 

وي. 22
1

4,2 tytx ==   تابع کلي مشتق پيداکړئ، که چېرې
33 6128 yxyxz −+= 6- د 
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سرچینې او اخیستنې:

11 ریاضی عمومی موءلف داکتر غوری سال 1386-

22 ریاضیات عمومی سردار محمد 2006 میلادی-

33 لکچر نوت های پوهاند اقتصاد سال های 1377 و 1376-

44 ریاضیات عالی موءلف پوهنوال دکتور محمد )نور غوری( و زا کتاب های صنوف -

11 و 12 مکاتب نیز استفاده شده است.
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د ښوونیز نصاب د پراختیا د ریاست پیغام

انکشاف  د  او مسلکي زده کړو معینیت دښوونیز نصاب  تخنیکي  د  پوهنې وزارت  د 

ریاست د ټولنې دعیني او ښکاره ضرورت په درک کولو سره چې د محصلینو او شاګردانو د 

درسي کتابونو په برخه کې یې تخنیکي او مسلکي رشتې درلودې او لري یې، په لومړي سرکې 

یې تصمیم ونیو، چې په ښوونیزو پلانونو او درسي مفرداتو باندې بیاکتنه وکړي او ورپسې بیا 

د شاګردانو او محصلینو د درسي کتابونو د تالیف لپاره مبادرت او کوښښ وکړي. د خدای)ج( 

په فضل او مرحمت سره او د ادارې او حسابدارۍ څانګې د ښوونکو په میړانې او همت 

سره د ادارې او حسابدارۍ درسي کتابونه تالیف شول تر څو په وړیا ډول د شاګردانو او 

محصلینو په واک او اختیار کې ورکړل شي. 

د علم او معرفت له ټولو لوستونکو، علاقمندانو، د ادارې او حسابدارۍ د مکاتبو له 

ښوونکو، ګرانو شاګردانو او د تخنیکي او مسلکي زده کړو د چارو له متخصصینو او همدا 

شان له ټولو څېړونکو او شنونکو څخه صمیمانه هیله کیږي، چې د دې کتابونو په مطالعې 

سره چې په لومړي ځل د ښوونکو او د ادارې او حسابدارۍ څانګې د مسلکي غړو له لوري 

تالیف او تدوین شوي دي. د مسلکي، تخنیکي او علمي مطالبو او مفاهیمو د څرنګوالي په 

هکله خصوصاً د هغوی املایي او انشایي اشتباهاتو په اړهمونږ ته لارښوونه وکړي، ترڅو 

په راتلونکي کې وکړای شو، په همدې او نورو برخوکې ګرانو شاګردانو ته له دې څخه ښه، 

غوره، ګټور او ارزښتناکه موضوعات وړاندې کړو. 

همدا شان له ګرانو شاګردانو او محصلینو څخه هیله کوو ترڅو د دې کتابونو د مطالعې 

او استفادې پر مهال د هیواد اقتصادي ستونزې، فقر او وروسته پاتې والی په نظرکې ونیسي 

او د کتابونو په ساتنه کې کوښښ او زیار وباسي، ترڅو د ډېرو شاګردانو او محصلینو د ګټې 

وړ وګرځي.

پته: دپوهنې وزارت – دتخنیکي او مسلکي زده کړو معینیت د تعلیمي نصاب د انکشاف 

ریاست – دکتابونو د تالیف او د درسي ممدو موادو د برابرولو عمومي مدیریت. 
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