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 د پوهنتون لپاره لکچرنوټونه        

 د ډېرو متحولو یا اووښتونو انالیز    

 یا انالیز دوه                 

 

 لیکونکي:    د شتوتګارت پوهنتون د شمیرپوهنې یا ریاضي څا نګه

 د مات انلاین څخه یا د شتوتګارت پوهنتو ن ن ج څخه              

 

 شینواری  ژباړی:    ډ اکتر ماخان )میږي(

 

 

 

Ketabton.com



 
 سرليک 2 

 د لوی څښتن په نامه                     

دې هیله، چې په دې لیکنو او ژباړو به مې  زموږ د بې وزلي او له پوهې پاتې ملت   په

 لپاره د پوهنې په لور داسې لږ ونډه اخستې وي. -په ما د پوهنې په  لار د لګښت  -

 
 
 

 زېد ډېرو متحولو یا اووښتونو انالید کتاب نوم:  

 

 

 ډ اکتر ماخان میږي  شینواری

Smakhan1946@gmail.com 

 

 

 د چاپ لړي:   
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 د ژباړي مننه

 

د دې لیکنې مل نورې خپرونې د شتوتګارت د پوهنتون د شمیرپوهنې د څانګې د 
 لکچرونو لړۍ چاپ باندې پیل کیږي

و څخه یې زما د د هر څه له مخه د هغو لیکونکو پروفیسرانو څخه زیاته مننه، چې د لیکن
ژباړې لپاره تفاهم لري. ماته د دوي د لیکنو د ژباړې په هیڅ ډول مادي ګټه نه شته او دا 

کار مې یوازې په یوه د پوهنې توانمندې ، مګر وروسته پاتې ژبې ویونکي ولس ته 
زموږ په دې اړخ کې  -وړاندې دی، دا دې د دې پروفیسرانو له خوا په پوهنیزه اړخ کې

 سره  مرسته وي. -ته اړ  ولس هم مرستې

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                           نولیک
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 سریزه   د ژباړي

 ټول...

 ۱                                                        اساسي کلیمې        

 ۱                                          ډېرۍ یا سټ  او پولې ته تلنه   

 ۱                                                              چاپیریال        

 ۱                                            و پولې ته تلنه       د وکتورون

 ۲                              د وکتورونو لپار د کوشي پولې ته تلنه    

 ۳                                               وازه ډېرې یا سټ            

 ۴                                              رابنده ډېرئ)سټ(             

 ۴                                            د یوې ډېرئ ژئ یا غاړه       

 ۵                                             کومپاکته ډېرئ                  

 تابع ---

                       ۵                                               د ډېرو متحولو توابع         

 ۶                                               ډېر متحولي پولینومونه      

 ۱۱                                      د ډېرمتحولو توابعو ناپرېکیدنه     

 ۱۲     په کومپاکتو ډېریو د ناپرېکیدونکو توابعو افراطي ارزښتونه  

 ۱۳                                 وکتورنورمونو برابرارزښتوالی       د 

 ۱۴                               ناپرېکیدنه             Lipschitzد لیپشیڅ 

 ۱۶                        کونتراهیري کیدونکې څیرونې یا توابع          

 ۱۱                       ځای په په ځای ټکې جمله    Banachد باناښ 

 مشتق یا رابیلیدنه ----

 ۲۱                                 ټوټه یا پارشل مشتق                  ----

 ټوټه مشتق  

 ۲۲                                  ډیرواره ټوټه مشتقونه                     

 ۲۴                            د ډېرومتحولو پولینومونو ټوټه مشتق        

 د یوې تابع ټوټه مشتق بد لیدنوالی

 ۳۱                                              توتال یا تمام مشتق            

 ۳۶                                              کرښیز اپروکسیمیشن         

 ۳۱                         یر   د مولتیواریت توابعو د غلطیو وده یا تکث

 د ډېرمتحولو توابعو د ناټیکاوي زېږنده یا وده

 ۳۳                                                         تانجنت                

 ۴۱                                                      تانجنتي سطحه         

 د مشتق قوانین   ---

 ۴۵                                          د دېرو متحولو زنځیري قا نون 
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 ۵۳                                      د یوې تابع لوریز مشتق              

 ۵۵                                    د خورا زوړندې کیوتنې متودونه     

 ۵۵                                      یا معکوس توابع            –په څټ 

 ۶۱                                             ایمپلیڅیت توابع                  

 ۶۵                                                     د  ویوانې ګږه            

 ۱۵                                  د نه کرښیزو توابعو د مخته بیونې      

 ======== مساوات سیستمونه

 ۶۱                                             وده        Taylor د تیلور ---

 ۳۱                                              ماتریکس     Hesse د هیسې

 ۳۵                                               تلنلار     Newtonد نیوتون 

 ۳۳                                                 افراطي ارزښتونه         ---

 ټکی  کریتیکال

 ۵۴                                            د ډېرمتحولو توابعو افراطیت   

 Multiplikatoren-Lagrange                      ۲۰۱د لاګرانژ ضریبونه

 ۱۱۱   د کرښیز مساوات شرایطو سره مربعیز مینیمالونه) را کمونه(  

 ۱۱۶                                 شرایط     Kuhn-Tuckerتکر -د کون

 پراخیدنی اینتګرال–ډېر بعدیز یا 

 پراخیدونی اینتګرال–یا  -بعدیزډېر  ---

 Simplex                                                                               ۲۱۱سیمپلکس

 Parallelepiped                                            ۱۲۶غبرګ ایپیپید

 ۱۲۶                                              د اینتګرال ورشو                 

 ۱۲۳                                      واټن      Hausdorffد  هاوزدورف 

               ۱۲۵                                      پراخیدنی اینتګرال   –ډېر بعدیز یا 

 ۱۳۲                                              جمله         Fubiniد فوبیني 

 ۱۳۳پراخیدوني واحدکرې)یوونغونډوسکې( ډکی یا حجم   –د  بعدی یا 
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 ۱۴۱                          د ډېربعدیزو اینګرالونو ترانسفورمیشن    ---

 د ډېربعدیزو اینتګرالونو ترانسفورمیشن

 ۱۵۱  ( -په توته ییز)استونه ډوله( کواوردینات کې د حجم توکي)ډکي

 ۱۵۲    ( کواوردینات کې د حجم)ډکي( توکي. -په ګري )غونډوسکې

 ۱۵۱                                      کتله او دروندټکی)د سقل مرکز(  

 عزم العطالةmoment of inertia   Trägheitsmomentد )بار( وړنې مومنت

 او سطحو اینتګرال                   -د منحنیو)کږو(---

 ۱۶۱                                                      د منحنیو اینتګرال  

 ۱۶۶                                          د منحنیو اینتګرال خویونه   

 ۱۶۶                                                     د لیندې اوږدوالی   

 ۱۶۳               د سطحې یوې ټوټې منظم بارامتریک کونه.       

 ۱۶۵                                           د سطحې اینتګرال          

 ۱۱۴                         په توته کواوردینات کې د سطحې توکي  

 ۱۱۶ه غونډوسکې یا کرې کواوردینات کې د سطحې توکي       پ

 ۱۱۳           د ډېرواره اینتګرالونې بنسټجمله یا اصلي جمله   ---

 د ډېرواره اینتګرالونې بنسټجمله یا اصلي جمله

 ۱۳۳                                   ټوټه اینتګرال                      

 ۱۳۴                            ولونه       فرم Greenscheد ګرین 
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 بنسټیزې یااساسي کلیمې

 ډېرۍ یا سټ  او پولې ته تلنه
 

 

 

 

 

 چاپیریال 
 

چاپیریال په حیث  دا لاندې غونډوسکه)غونډاری،توپ که -د  دا  د یوه ټکي  

 غواړئ: کره( نوموو

 

 

 خوندي لري. یو چاپیریال  یوه ډېرئ ده، چې چاپیریال په ټولیزه توګه د  

 لیکونکي: هولیګ او پفایل 

 

 د وکتورونوکونورګنت یا پولې ته تلنه

 

 خواته کنورګ کیږي یا څي،  یوه پرلپسې  د یوه وکتور  د وکتورونو 

 همداسې    

 شتون ولريلپاره یو ایندکس  که  د ټولو  
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 لپاره.  سره   د   د    

 ل چاپیریا-  په بل ډول  هر

 توکو پورې  خوندي لري. (ترادف ټولې ترپاي ډېرو پرلپسې)

کونورګنځ  ته ورته د ټولو کمپوننتونو  کونوی رګنځ دی، د اپه دې معنا چې د   

 یا راونیول شي. -کیدی شي یو پراخیدونې یا یوبعدې کونورګنڅ کریتیریوم ورته راکښل 

 )لیکونکي : بوسلر، هولیګ، شترایت(

 

 کریتیریوم یا قضیه Cauchy پاره د کوشيد وکتورونوو ل
 

ټیک هلته پولې ته څي)کونورګنت ده( ، که دا  یوه د وکتورونوو پرلپسې  

 پرلپسې وي.کوشي 

سره    شتون لري د  لپاره  یو    داپه دې معنا چې د ټولو  

 لپاره  .  د  

نو هر یو یې یوه د کمپوننتو د ا له دې سره په برابره یا همغه معنادی، داسې چې د

 کوشي پرلپسې ده.

 )لیکونکي: هیولیګ، شترایت(

 

 د کوشي کریتیریوم د روښانه ونې لپاره یوه بینار)دوه ګونې( ونه راوړو.
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-سره لنډیږي  او په   په یوه ټوټه)کرښه( هره یوه په ضریب  

ه ونه د کونج ایښول شوی بله ټوټه باندې ورزیاتیږي. په داسې یوه جوړه شوې دوه یز

ته ځي یا کونورګیر داسې سوکڅیسیو په ښاخونو بیل شوي ټکو هره پرلپسې پولې 

لپاره کیږي. د تعریف سره سم باور لري د دوه یوپه بل پسې پرلپسیو )تصاعدونو( 

 .باور لري:

 دا راکوي، چې داپرلپسې د کوشي پرلپسې ده، څکه چې:

   

  
  

  
  

  
 

 

  
  

 پارهل د    

 )لیکونکي: هیولیګ، شترایت(

 

 Offene Menge سټ-وازه ډیرئ یا 

 

وازه بلل  یوه ډېرئ

کیږي، که چیرې د ډېرئ هر ټکی 

یو چاپېریال ولري، چې دا  

کې پروت وي، په  ټول په  

 او  تشډیرئ  څانګړې توګه   

 وازې دي.
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معنا چې د ټول دننه ښایي، دا په دې د  لپاره   د یوې په خوښه ډېرئ  

 کې پرته ده. ټکو ډېرئ د یوه چاپیریال سره په  

 )لیکونکي: هیولیګ، پفایف(

 

 

   Abgeschlossene Mengen رابنده ډېرئ

 

پولې ته  رابنده یا بنده بلل کیږي، که دیوې  د ټکو   یوه ډېرئ  

 دي. بندې  او   تشډېرئ   کې پرته وي. په څانګړې توګه   تلونې پرلپسې په  

رابندونه بولو،  داپه دې معنا چې  د  د    لپاره   دا   د په خوښه ډېرئ  

 کې. پرلپسیو د ټولو پوله ارزښتونه  په  

 )لیکونکي: هیولیګ، پفایف(

 د یوې ډېرئ ژئ یا غاړه

له ټولو  ژئ د یوې ډېرئ 

جوړه ده، کومه چې چاپیریال    ټکو  

رته ده کې پ نه لري، دا یا ټوله په   

په کمپلیمنت )پوره کیدونکې(   او یا د 

 کې پرته ده.

 
 

 

 د بدیل په توګه کید شي چې ژئ  د رابند   کمون یا تفریق  او دننه، 

 

  په حیث تعریف شي. 
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 ) لیکونکي هیولیګ او پفایف( 

 

 Kompakte Menge  پوره کیدونکې ډېرئ

 

 یدونکې بلل کیږي. کمپلیمنت یا پوره کیوه تړلې او محدوده ډېرئ   

 لاندې کرکتریستیکا دې ته ورته یا اکویوالنڅ دي:  

کې یوه کونورګنڅ برخه  ډېرئ  لري د پولې  سره په   هره پرلپسې په   -

 کې.

هر د وازې ډېرئ ډ سره پټوّنې یا پوښونې سره یوه پای پوښونه یا پټونه د     -

 لري.  

 ) لیکونکي: هیولیګ او پفایف( 

 

 Multivariate Funktionenیا د ډېرو توابع –ت مولتیواریان

 

 

 یا ااوښتونوتوابع هم بلل کیږي( -یو ریل یا حقیقی مولتی واریانت) د ډیرو متحولو 

 

په یوه وکتور   یو وکتور   د تعریف ډېرئ 

 د  تنظیموي. پس   

 په واک کې دی.حقیقي متحولو ریل 

مخې سړی  د  سکالارو  پراخیدوني له  بعد یا  د تابعورشو یا څیره ورشو  د 

 توابعو ترمنڅ توپیر کوي. که  او   وکتور ارزښتیزو    

 یوه پارامتري شوې کږه یا منحني بلل کیږي.  ناپریکیدونکې وي(، نو    ) او 

او   لپاره زیات وخت ایندکسونه  نه کارول کیږي او واریابلې له   د  

 سره  په نخښه کوو. 
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 ې په توګه د بیلګ

 

 په حالت کې  د  

            

 ته دګراف سکالار توابع  Visualisierungلکه دا شکل چې روښانه کوي، 

 

 او د نیوتن سطحې 

 

 وکارول شي. 

 :  پولینومونه د ډېرو متحولو سره

 کې د مونومونو کرښیز کمبینیشن دی  اوښتونو   په یو پولینوم   
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      سره، هریو د جمعې ورشو له مخې د لاندو ترمنځ توپیر کوي:  د 

  : د ټولو درجو 

 : د ماکسیمالو درجو 

درجې پولینوم   هوموجین بلل کیږي، که کرښیزترکیب فقط  مونوم د   -یو د  

 اد  سره  خوندي ولري. د داسې هوموجینو مونومونو ګڼون یا تعد

په دی.                                                                                                    

سره برابر  تعقیب یې د پولینوم پراخیدونی یا بعد  د توتال درجې  

 دی

 دی. ماکسیمال درجې متحولو پولینومونو بعد  د - nد  

لپاره د هومو جینن  و یا متحولو پولینومونود بیواریات یا دوه اووښتون

  مونومونو له لیست څخه

 

 درجې لپاره  د دوی تعداد  کتل کیږي چې د
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 دی

 د بعد  لپاره لرو  د دوه متحولو پولینومونو د  توتال درجې 

 

 مونومونه شتون لري په ځرګنده توګه 

 

 ماکسیمال درجېد 

 پولینومونو( لپاره کیدی شي یو اکسپوننتمتحولو  -په ټولیزه توګه )  د  

 

 د یوه کره مونوتونې پرلپسی یا ترادف سره

 

 څخه و پیژندل شي: له  
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 امکانات شتون لري  سره.  نو   د  

هوموجین  متحولو  د درجو -وارایت مونومونه د  –درجو  د ټول  

 مونومونه پ هګوته کوي: 

 

 ځای دی(. نو بعد دی ) اخرنی اکسپوننت ټینګ ځای په

 

 درجو د پولینوم بعد په ورته توګه بیواریات حالت ته شمیري. د مکسیمال 

 متحولو کی  لاندې  ټولیزه بڼه  لري پولینوم په   یو د   توتال درجو 

= 

 

 

 

 او

 

                        درجو  هوموجین بیواریات پولینوم لپار  یوه بیلګه ده.                              د  

 درجو  پولینومم ټولیزه بڼه په درې متحولو کی ده: دیوه  
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= 

 

 

 

 د ډېرو اووښتونو یا متحولو توابعوو ناپریکیدنه یا متمادیت

 کې ناپریکیدونکي  دی، که په یوه ټکي  د تعریف ورشو  یو تابع 

                                           

 باندې نا پونکی دی  په ټول   لپاره باور ولري  ، نو   د ټولوکه دا 

لپاره پوله ارزښت شتونولري، نو کیدی شي   د ټکي   که د تعریف ورشو په  ژی 

 ناپریکید ونکی مخ ته یو ول شي.

 د ډېرړ متحولو د تړنو لپاره همغه قوانین باور لري،لکه د یوې  متحولې تابع لپاره.   

 : هیولیګ او شترایت()لیکونکي 

 ، چې فقط له کونج او نه د وړانګې    یو ناثابت بیواریات تابع 

 واک کې یا تابع ده،په صفرټکي کې پریکیدونکي ده. د دې لپاره تیپیکې بیلګه په 

 

  راړل کیږي.
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 که په صفرټکي کې یوه کرښه وټاکو، 

 همداسې

 دی، یا خطي تابع ا رزښت ثابت  -نو  په کرښه تابع

 

 همداسې

 

  

 bzw.   
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 پرته له صفرټکي چې هلته تابع ارزښت نه دی تعریف. 

 پرته له صفرټکي د ټول ټکو لپاره باور لري

 

لپاره په مختلو کرښو  په صفرټکي کې تابع بریکیدونکي مخ ته وړلوړ ده. که د  

 باندې پوله ارزښت په پام کې ونیسو، نو لاس ته راړل کیږي

 

معنا چې  پوله ارزښتپه هر سرچینه یزې کرښې مختلف دی. له دې سره یوله دا په دې 

 ارزښت 

 

 شتون نه لري.

 )لیکونکي: بوسلر،هیولیګ، شترایت(

یا متمادي توابعو افراطي              -په کومپاکت ډېریو د ناپریکیدونکو

                ارزښتونه                                                           

یو ناپریکیدونکی تابع په یوه کومپاکته ډېرئ  یو مینیموم او هم یو ماکسیموم لري.             

په کیڼه څیره شوي تابع باندي مینیموم اړ ماکسیموم په نخښه شوي دي.  په نیو وکرښه ا 

یا )په بر  فراطي څایونه د رابندو منحنیو له لارې  پیژندلکیږي، هغه چې دا ټکي رابندوي

  کې( رانیسي.
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 لیکونکي: هیولیګ، شترایت

 وکتورنورمونو برابروالی

ته اکویوالنت یا برابرارزښته  کې دا وکلیدنورم  په   هر وکتورنورم   

 سره  شتون لري  د  دی، دا په دې معنا چې شابتې 

 لپاره. د ټولو  

 )لیکونکی: هیولیګ،پفایف(

ت سکالارانواریانت دي، دا په دې معنا چې د  بدلون نابرابرونونه یا نا مساوا

یا واحدسفیري  -په یوون  سره تغیر نه خوري. دا بسیا کي، چې وکتورونه  

 یا فضا 

 

 سره نا برابر دی، لهدې امله تابع   0باندې هر نورم د څیړنې لاندې ونیسو. په  کې تر ځ

                                                                                                 

شتون لري او یو کومپک دی، نو یو مینیموم  ناپریکیدونکې دی،،ځکه چې 

 . ماکسیموم  
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 )لیکونکي: هیولیګ او پفایف(

 Lipschitz-Stetigkeitناپریکیدنه -لیپشیڅ        

بللکیږي، که یوه  Lipschitz-stetigناپریکیدونکی -لیپشیڅ په یوې ډیرئ   یو تابع 

 شتونولري، داسې چې ثابته  -لیپشیڅ

 

 لپاره.  د ټولو   

ثابته -کونکاو  یا وتلی یا محدب؟؟وي، نو د لیپشیڅ ناپریکیدونکی اومشتقوړ او  که  

 : سره اټکل کیدی شي،  Jacobi-Matrixماکسیموم -د  جاکوبي

 

 )لیکوني: اپپ، هیولیګ(

 د تابع  

                                                      
 لپاره ډیر حالتونه سره توپیر کیږي.
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(i)  ګلوبال لیپشیڅ ناپریکیدونکی دی. د درېګوډییا مثلث د  لپاره    د

 نامساوات څخه لاس ته راڅي

 

 ثابته ده.  -لپاره لیپشیڅ د دا په دې معنا چې 

 (ii)  ناپرېکیدونکی دی. د منځ -باندې لیپشیڅ په محدود ه ډېرئ  اره لپد

 ارزښت جمېپه بنسټ

 

 ترمنځ،پهتعقیب یي  او  سره د د

 

 ټاکل کیدی شي.

 (iii  د   )  0ناپریکیدونکی د   -ناپریکیدونکی دی مګر نه لیپشیڅ لپاره 

 په یوه چاپریال کې. شرایط 
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 لپاره پوره نه دي د 

 (iv)  د   لپاره  کې پریکیدونکیدی،ځکه چې د  0په   لپاره      د

 په لور هڅیږي. 

 )لیکونکي: بوسلر،هیولیګ،شترایت(

 

 Kontrahierende Abbildungتابع --کونترا هیري فنکشن یا 

 یو تابع 

 

 کونتراهیرکیدونکی)کیکاږل کیدونکی( دی،  که په یوه مناسب نورم 

 

کونتراکشنثابته ده،دا کړی  داسېپه نامه د دېسره  سره باورولري.  د کې د  

 شید یوې کونوکسډیرئ لپاره  د جاکوبي ماتریکس په مرسته د

 

 اټکل کولای شي.

 )لیکونکي: بوسلر،هیولیږ(

 لپاره  د یوه مثبت دیفینیت ماتریکس 
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 پوره کوچنی وټاکل شي.  باور لريکونتراهیر دی،، که پارامتر 

 

څخه شمیرل کیدی له   ا یګنارزښت  د    ا یګن ارزښت دکوم سره چې د 

 شي:

 

کې پراته  ، نوټول ایګن ارزښتونهپه  که څا په څای کړو 

دي، او  د اویکلیدینورم استعمال سره  

  دی. 

 Banachscher Fixpunktsatz  ای ټکیجملهځ  د بانښ ځاي په

په  ناتشه، رابنده ډیرئ  یو کونتراهیري تابع یا څیرونه وي، چی دا یوهکه  

 خپل ځان ځیره کړي یعنې د ځان تابع وي دا په دې معنا چې باور لري:

  

  

  

لري،له یوه یواڅنی ټاکلي ځای په ځای ټکی سره، نو  د  

 ایتراشن پرلپسې  د څخه په وتنه یا تلنه کیدی شي 

 
 اپروکسیمیرشي. د ناټیکاوي لپاره باور لري
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 ې ایتراشن پرلپسې د هر پیلارزښت لپاره کرښیز پولې ته ځي.معنا چ دا په دې

د ځای په ځای ټکوچمل په پوره متریکي فضاو کې ټولیز باور لري. دا چې  د 

د  نورمترانسلیشن اینواریانڅ  او هوموجینیټی ته اړتیا نه شته، سړی کړی شي 

 سره بدل کړي.یوه ټولیز واټن تابع  

 یګ()لیکونکې: ا پپ،بوسلر،هیول 

باور لري، او د کونتراکشن لپاره  ، د ټولو  دا چې 

 شرطو  څخه لاس ته راځي

 

 ددې نامساوات ایترایشن څخه لاس ته راځي

 

 لپاره  د دریګوډي نامساوات  څخه لاسته راځي د 

ته. که له  یوه پوله ارزښت   کونورګنت  پرلپسې  -او له دې سره د کوشي

 نامساوات 
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یو ځای په د   ته سړی لاړ شي، نو ګوري، چې   ارزښت څخه پوله 

هم   ځای ټکی دی.  دا هم یواځنی بیکس ټکیدی. که ونیسو، چې یوو بل ټکی 

 شتون لري، نو د کونترادیکشن شرلیطوڅخه برعکس راکوي.

 

لپاره د نامساوات څخه لاس ته راځي دا هم وپولې  د ناټیکاوي لپاره اټکل د 

 لارې. ته  د تګ له 

 )لیکونکي: بوسلې، هیولیګ(

 د نمونیې یا تیپیکي استعمال لپاره یولږمتظرر کرښیزسیستم تر څیړنې لاندې نیسو: 

 

د کرښیزېبرخې تعریفورشو لپاره، او  سره.  د پوره کوجني د یوه مربع ماتریکس 

 سړی کړی شي دا سیستم د ایترایشن

 

 –لیپشیڅ رتیرکیدونکیدی او تابع انو سره حل کړي. دلته نیول کیږي، چې    

 سره. ناپریکیدونکېده د ثابتې  

د نیونې یا فرضیي د  Banachschen Fixpunktsatzes د بانښ فیکسټکي چملې

 ازمایښت لپاره سړی ټاکي
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 لپاره دی د په خوښه 

 

 ټاکو

 

 ځېره کوي یا مپینګکوي په  دی    ،دا په د معنا چۍ نو

 لپاره اټکلونه Kontraktionskonstante د کنترکشنثابتې

 

 سره  ثا بتې  -څخه د لیپپشیڅ له 

  ، که  لاس ته راځي 

 لپاره پوره ردي به روښانه توګه د پوره  کوچنی که و غوښتل شي. دواړه شرایط 

 )لیکونکي: بوسلي،هیلیګ(

 Partielle Ableitungenټوټه مشتق 

متحولې پسې یونیوارینتې ابع   مه واریلابلې–په مشتق  د یوېتابع  

،  تابع   مشتق دید هغه سره چې واریبلې  

 د ثابتیول ې په څېر ترڅېړنې کیږي.
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 داسې هم لیکو

 

 د یونیواریات مشتق د تعریع سره سم باور لري

 

پارشل مشتعونه د سکالارو او همد وکتورارزښتیزږ حقیقی توابعو لپاره تعریع دي. په 

ې  په دواړو حالتونوړ کې د تابع تیوپ یا ډول ساتلی پاتې کیږي. د پارشلمشفقنیونه ک

 تعریف سره سم باور لري 

 

 پارشل مشتق د کمپوننتونو سره سیمولتان یل همغهوختیز جوړیږي

د  توتال یا بیخي انتیګرال همداسې کرښیز اپرو کسسیماشن لپاره د وکتوربڼه یا تیوپ د 

او هم تابع  یا قرار و وکتورونو داد د متحولې معنا دډکدی. دا ورسره بلد کنونشن 

 لپاره کارول کیږي 

 )لیکونکي:هیلیګ، شترایت(

 

 د سکالار تابع لپاره ټوټه مشفق هم سکالار دی.

 د بیلګی په توګه د 
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 لپاره مشتق لاسته راځي

               

          

                   

 پاره ،لکه د بیلګې په توګه د یوه وکتور ارزښتیز تابع  ل

 

 یا ټوټه مشتق سره ساتلی پاتې کیږي: -د کمپوننتونونو تعداد پارشل
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 )لیکونکي: بوسلي،شترایت(

 ډېرواره ټوټه مشتق

 دوه واره )یو په بل پسې نیول شوی( ټوټه مشتقونه د 

 

 سره په نخۍه کیږي، 

 په ورته د توګه د جګو مشتقونو لپاره تګه لیکو

 

 یلي توګه کیدی شي مولتی ایندکس نوتیشنپه بد
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-د ټوټه مشتقونو د ټوټه مشتقونو تعداد  په   وکارول شي،چېرته چې ایندکس 

 مه متحولی پسې په نخښه کیږي 

 ټوټه مشتق بلل کیږيزیاتون یا جمعه 

 )لیکونکي: هیولیګ، شترایت(

 تابع

 

کې  Fourier-Analysis انالیوزې-مسطحه څپه بلل کیږي اود نورو تر څنګ د فوري

 رول یو غوره رول لوبوي

 مشتقونه ساده شمیرل کیدی شي.  دځنځیري قانون سره لاس  ته راځي

                      

            

 او له دې سره

                                     

 سره .   او  د  

 لپاره دی   د بیلګیپه توګه د 

 

 وسلي، هیولیګ،شترایت()لیکونکي: ب 
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 د مولتیواریانتو)ډېرواره اووښتونو( پولینومونو ټوټه مشتق

 

 د یوه مونوم ټوټه مشتق

 

 تیک هلته له صفر سره نابرابر دی، چې

 ویي او په دې حالت کي دی

 

 په توګه  

 سره.  د    دی 

 

 لپاره باور لري  د ټولو پولینومونو  

 

 لري.توتالدرجه نو

 : هیولیګ، شترایت()لیکونکي
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وښوول شي. پسې د د مشتق  او  د ښوونې فکریېپه دې ځانګړي حالت 

 له ورکېدو لاسته ارځي

 

پولینوم دی، دا په د ې معنا چې ټول ضریبونه   یود توتال درجې   دا چې 

 ورکیږي.  

 

(صفرنه واي، نو لږتر لږه یو د دریمې که یو اړونده ترم )د بېلګې په توګه

 annulliert (، کوم چط دا ترم نه انولي ې یو ټوټه مشتقشته)د بیلګې په توګه  درج

 کوي.

 ی. په ټولیزه توګه هم همداسې دلایل راوړلکیږ 

 شتون لرید  لپاره  د هر مولتي ایندکس 

 سره. 

 لپاره   اود ،  د بېلګې په توګه سړی کړی شي  

 

 وټاکي.

 )لیکونکي: هیولیګ، شترایت(
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 تابع د ټوټه مشتق بدلوړوالی د یوه

 لومړی اودویم ټوټه مشتق ناپرېکیدونکي وي،نوباورلري که د یوه تابع 

 

 د پوره کېدونکي خویتابع لپاره د ټوټه توابعو مشتق لړئ پرلپسې بدلوړ دي.

 لیکنډول ته ټیکاوی ورکوي.-په ځانګړې توګه دا د مولتی ایندکسـ

په ځای پاتې کیږي ، بسیا کوي، ځاي  دا چې ټوټه مشتق سره متحولي 

 په بکاور واچوو یا تر څېړنې لاندې  ونیسو. چې یو بیواریات تابع 

 لپاره د    په یوه واړه ولاړکوډي  د  

 

 لورو په نخښه کړو.-همداسې   - سره  مشفقونه په  

 

 په کونجونو کي دفرنځ
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 په دوه مختلف ډولونود منځجملې په مرسسته شمیرل کیږي:

 

 

 

 

 

Q= 

= 

= 

= 

 

= 

 او لاندې سره  او   د  

 

 

 

 

 

Q= 

 
Q= 
Q= 

 
Q= 

 
Q= 

 

 سره.له دې سره لاست اراځي او   د  
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( ، د دویمګډوله کشتق د  او ولاړکوډیز په واړه کونه سره)  

 ناپرېکیدنې په بنسټ لرو

 

دني په ( د دویم ګډوله مشتق د ناپریکیاو د لاړګوډي په کوجنیوالي،) 

 بنسټ لاسته راځي

 

 لیکونکي: بوسلې، هیولیګ، شترایت

 

 فنکشن یا تابع  یا بلواک

 

 لپاره  په خوښه ناپرېکیدونکي اومشتقوړ دی   د  

لومړ  دوه مشقونه                              

                                                

 چې د  ناپریکیدونکي دي، ځکه  په ټول  
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ارزښتونو سره ناپریکیدونکي مخ ته  0په ټول په پیل کئ د   و   اله امله  

 وړلوړدي

(دی مګر په صفرټکي کط پریکیدونکی،   په    ) ګډوله مشتق 

 کوم چې له   مشتق څخهه لید ل کیږي

 

 بدلون ناشونی دی:

 

پرلپسې ټوټه مشتقونه -ځي، په دې اړوند چې په کومه لړئمختلف پوله ارزښتونه لاسته را

 نیول شوي دي

 لیکونکي: هیولیګ، شترایت
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 Totale Ableitung    توتال مشتقونه 

 قوړ دی، که د کې  مشتپه یوه ټکي  یو حقیقی تابع 

 ماتریکس دی:  -لپاره.توتال مشتق د ټوټه مشتق جاکوبي 

بللکیږي او د تق ګرادینت ( لپاره  مشد یوه سکالارتابع)  

( پارامتري کولو لپارهدتانجنت وکتور.                              د  یوې کږې)  

چاپیریال کې د ټوټه  شتون لپاره پوره کیدونکي شرطونه د  یوه په  توتال مشتق

                     مشتقونو نه پرېکیدنه ده.                                                       

کې د  د شتون لپاره  پوره کیدنکي شرطونه په یوه چاپېریال  د توتال مشتق 

 ټوټه مشتق ناپرېکدنه ده.

د توتال مشتق سره کیدی شي  د یوه تابع په ارګومنتو یا 

د کوچنیورمونو  تغیراتو سره تعریفورشوکې

سره ترمونو څخه صرف   شي. د نظم   اپرکسیمه

 نه په نږدې توګه باور لرينظرکید

    

 رامنځ ته کړو، لیکو د دې دلپاره چې د پولط پرسه  
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 ،کوم چې د کرښیزو اپروکسیمیشن تغیرات تشریح کوي اوداسې په نامه دفرنشال

چې وښایو چې توتالمشتق ټوټه مشتق خوندي لري، د ساده کونېپه بنسټ یو تابع د    

یووکتور دی د دوه  حالت کي   سره رواړو. په دېدوه متحولو 

یوووکتور دی د وه کمپوونتونو سره. که  کمپوننتونو سره. په د حالت کې 

 ځاي په ځای کړو نو لروبیلګي په توګه 

   
  

  
  

  

    

د او پوله ارزښت  لومړی درځیا مټه ښایي له د چیرته چې  

 :ټوټه مشتق راکوی دپسې   جوړېدوسره، د 

 

پریکیدنه مقشتوړوالی ایمپلیڅي کوي، دا په دې معنا چې د توتالمشتق  ټوټه مشتق نا د

 شتونوال.
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د دې لپاره چې د ټوټه مشتق د ناپرېکیدنې څخه د توتال مشتق شتون لاس ته راوړو 

تر څیړنې نیسو. د منځ ارزښت جملې له مخې د  لومړی یوسکالار تابع  

 لپاره باور لري  

   
  

    
 

  

  
  

  

 

سره. د وړاندنیونې)فرضیی( په بنسټ ټوټه  ،    د  

 ناپرېکیدونکي دي، دا په دې معنا چې او  مشتقونه  

 

 توتال مشتقوړوالی لاسته راوړل کیږي: لپاره. له دې سره  د تابع   د  

 

یې  په څانله متحولو سکالار تابع لپاره دلایل راوړلکیږي. ټولیزحالت  په ورته توګه د 

 توګه د کمپوننتو له لارې څخه لاسته راځي.

 لیکونکي: بوسلې، هیولیګ، شترایت

 

 تابع
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په صفرځای کې پرکیدونکې ده. دا کتل کیدی شي که د بیلګې په توګه سړی په دوه مختلفو 

 ونیسی یا راوړي: سرچینه کرښو پوله ارزښت 

 

ځکه چې له مشتقوړوالي څخه  په صفرځای کې مشتقوړ نه دی،  په تعقیب یې  

 ناپرېکیدنه منڅ ته راڅي.

 په صفرټکي کي مګر دواړه ټوټه مشتقونه شتون لري. له

   

 لاس ته راځي

 

 دواړه ټوټه مشتقونه مر په صفرټکي کي پریکیدونکي ديٍ.

 که په مختلفو کږو باندې  د مشتق 

 

توګه د    تر ځېړنې لاندې ونیسو، نو د بېلګي په  که پوله ارزښت   

 لپاره لرو
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 لپاره     او د  

 

پرې کیدنه شمیرل کیږي. دا ښایی،   په اړونده توګه په صفرځای کې  د ټوټه مشتق  

چې د مشتقوړوالي لپاره  د ټوټه مشتقونې شتونوالی  پوره کیدونکې نه دی، بلکه برسیره 

 پردې ناپرېکیدنه هم غوښتل کیږي.

 رایتلیکونکي: بوسلې، هیولیګ، شت

 

 تابع

 

 دي  او 

   

 او
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 له دې سره  یو تابع 

 

لپاًره هر کمپوننت ګړندی صفر ته  لاس ته راځي، د کوم سره چې د

 ته،دا په دې معنا چې  ځي نسبت و 

 لیکونکي: هیولیګ، شترایت

 لپاره د ګرادینتت په حیث ورکوي  د سکالار تابع  

 

د مشتق په حیث یود پارامتریککولو له لارې د یوې ګږي 

 تانجنتوکتورراکوي 

 

 د 
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 ماتریکسدی-له لارې تعریف شوي غونډآري کواواردینات لاندې د جاکوب

 

 لیکونکي: بوسلې، هیولیګ، شترایت

 Lineare Approximation کرښیزا پروکسیمیشن

ونه کې د ناپریکیدونکي مشتقوړ تابع لپاره باور لري، دا په دې معنا چې د په لومړئ نږدې

 باندې صرفنظرکونې یا پرېښونې له لارې نظم ترمونو

 

 لیکونکي ، هیولیګ، شترایت

 د مولتیواریت توابعو د غلطیو وده یا تکثیر

Fehlerfortpflanzung multivariater Funktionen 

 لپاره کیدی شي دایناکوراتوتابع   د یوه نا پرېکیدونکي مشتقوړ

inakuraten X- ټوټه مشتق په مرسته تشریح کړای  د   ارزښتونو

 نظم د ترمونوڅخه په صرفنظر باور لريشي. د مطلق ناټیکاوي لپاره د 
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 وي، نو د نسبي ناټیکاوي لپاره لاس ته راځي که 

 

 سره Konditionszahlenد لاندې کندېشن عدد 

 

)ژباړی( : د کندیشن سره سړی پهشمیرپوهنه کې هغه شی تشریح کوي، چې یوه یادونه 

پرابلم حل د هغه دد وتون داتا د مضاحمت په واک کې وي. د کندیشن عدد د دې په 

کچه انځوروي، چې په هغه وتن ناټیکاوی په نا مساعد حالت کې زواکمنه کیږي. واکوالي  

 پای.   دا د تاکلو حل تلنلارو څخه خپلواکه دی.

 کونج شمیرنې  له امله د کارتیزي کواوردینات څخه د قطبي کواوردینات د 

 د مطلق ناټیکاوي لپاره لاس ته راځي

 

 د نسبي ناټیکاوي لپاره لاس ته راځي

 

له امله  لاس ته راځي،  سره  د    د 

 چې د ښي اړخ ارزښت له
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 قوي کیدی شي.2د یوه ضریب لارې اټکل کیدی شي. نسبي ناټیکاوی زیات له زیا ته 

ته  متناسب وي لوی شي.  د   مطلق ناټیکاوی کیدی شي د یوه ضریب سره چې 

کې د کونج اندازه کونه د برابر زغم له امله د کوچنئ  او   انتظار سره سم په 

 وړانګې لپاره ناټیک دی.     

  لیکونکي: بوسلې، هیولیګ، شترایت

 

Tangente تانجنت 

 

  کې د مشتقوړ پارامتریکي کږې)منحني( په ټکي 

 تانجنت یوه کرښه 
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 له صفر سره توپیر ولري. ده داسې چې لږ تر لږه د تانجنت وکتور یو کمپوننت 

 لیکونکي: بوسلې، هیولیګ، شترایت

 د 

 

 له لارې  پارامتریکي پیچمیخ کرښه باندې تانجنت دی 

.  

 

پاره  پارامتریکي کې د تانجنت ل د بیلګې په توګه په ټکي 

 کیدنه لاس ته راړو:
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 لیکونکي: هیولیګ، پفایفر

 

لارې د پارامتریکي کږې لپاره د دواړو لپاره له  د

ته   څخه و  کمپوننتونو مشتق ورکیږي. د کږې لور سملاسي له  

 تغیر خوري.

لپاره  د وخت په واک کې ځایزوکتور په حیث تعبیر کړو، نو د  که  

ه. له دې سره،  سره له دې چېناپریکیدونکي مشتقوړ کواوردینات، یو چټکتیا صفرد

 پریکیدونکی لورتغیر ممکن 

 دی.

 

 دی. د پارامتر اړونه یا بدلونلپاره  همداسې   د  
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 سره د تانجنتتغیر ناپریکیدونکي دي.  ښایی، چې له  

 

 لیکونکي: بوسلې، هیولیګ، شترایت

Tangentialebeneتانجنتي سطحه 

دې یو ټکی وي په له  دې یوناپریکیدونکی مشتقوړ تابع او  

لارې ایمپلیحیت تعریف شوې سطحه باندې. که 

 کې مساوات وي نو تانجنتي سطحه په ټکي 

 

 لري.  

 ته غبرګ دی.  نورمالوکتور  و  
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 د ګراف  لپاره په ځانګړې توګه  د یوه  تابع 

 

 ټکي کې: د تانجنتي سطحېمساوات دی په لاندې

.  

م کواوردینات محور په -له دې امله ډتانجتي سطحي جګوالی ښایي د  ټوټه مشتق  

 لور

 لیکونکي: ب، هیولیګ، کیمرلې، شترایت

grad د توتالمشتق  تعریف دی 

grad   
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له امله د   څخه صرفنظروشي،نو د   که له ترم 

 تانجنتي سطحې مساوات لاس ته راځي.

له لارې تعریف شوي تابع ګراف   وه د په ورته توګه د ی

 لپاره باور لري

 

سره. د باقي غړي څخه صرف نظر له امله  او   د  

 بیرته د تانجنت سطحې ښوول شوې انځور ته ورځو.

 لیکونکي: بوسلې، هیولیګ، شترایت 

 د کګل 

 

دی. له دې سره سړی د تانجنتي  لپاره  

 سطحې په حیث لاس ته راوړي.

 

 کې لاندې مساوات لري ې په توګه تنجنتي سطحه په ټکيد بیلګ

 

کې ګرادینت ورکیږي،د مخروط په ککره یا څوکه کې تانجنتي په ټکي 

 سطحه شتون نه لري.
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 لیکونکي: بوسلې، هیولیګ، شترایت 

 

 د یوه دیپول)دوه قطبي( پوتنشل

 

ار وي،چې دلته شتون () دلته باید موخه هغه ب Ladungenلپاره ،په کوم کې کې چې برق)

 کې شتون لري د کرادینت په څېر لاس  ته راځي   او  ټکولري( په 

    

grad   

 کې تنجنتي سطحهاو له دې سره په یوه ټکي 
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 لپاره دی  د بیلګې په توګه د 

 

ته ولاړه یا عمود کرښه  دا په دې معناچې تانجنتي سطحه په سرچینه کې ځغلي او و  

 خوندي لري.

 کې تانجنتي سطحه شتون نه لري. او    په سیګولاریټیو  

 لیکونکي: بوسلې، هیولیګ، شترایت 

 مولتیواریات ځنځیري قاعده یا لار

Multivariate Kettenregel 

 یو بل پسې تړلواو د ناپریکیدونکومشتقوړ  توابعو 
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  له امله باور لري 

 

ضرب دی.د  او  ماتریکسونو -وبيد جاکماتریکس -دا په دې معنا چې د  جاکوبي

 یوګونې لاس ته راوړنې یا لرنو د ماتریکس ضرب له لارې لاس ته راځي 

 

لپاره ) دا په دېمعنا  په ځانګړې توګه ځنځیري قانون د ځانګړي حالت  

د متحولې   یو سکالار تابع ( لاندې څېره یا شکل یوه پارامتریک شوې کږه او  چې  

 لري: 

 

 ابع د توتالمشتق لپاره باور لريد یوه ت

 

 د شتون څخه  لس ته راځي  او  له دې سره د مشتقونو 
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 دا چې

 

 ماتریکس لپاره غوښتلی فرمول ورکوي. -د جاکوبي لرود   او 

  لیکونکي:  هیولیګ، کنش

 

 د ځنځیري قانون د تشکیل یا روښانه ونې لپاره لاندې تابع راوړو 

 

کې وشمیرلی  ماتریکس په  -د جاکوبيد د دې لپاره چې 

 شو، تشکیلوو 

 

 

 همداسې
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 او لاس ته راوړو

 

  لیکونکي:  هیولیګ، کنش

په اوږدو د خنځیریقانو لپاره د کږې  د یوه سکالار تابع 

 له مخې باور لري

 

 د بیلګې په توګه د 

 

 لپاره لاندې مشتق لاس ته راځي
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0   

 یوځای ایښوول شوي تابع دا

 

 د سیده مشتق سره خوري یا برابر دی. 

  لیکونکي:  هیولیګ، کنش

له لارې د وکتورارزښتیز تابع  د یوه پارامتریکي سطحې 

 

 دی: ته  نسبت  واریا بلو ماتریکس -کوبد جا

 

 د بیلګې په توګه د یوه رادیال تابع

 

 لپاره د 
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 پوښ دیله لارې پارامتریک شوي مخروط 

 
 

 

  

 
 

 

  

 

 سره په دې اساس لاسته راځي او  د 

 

 

 

 د کوم سره چې دی

.  

  لیکونکي:  بوسلې،هیولیګ، کنش
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 د دې لپاره چې د دواړو توابعو

 

 ماتریکس جوړوي-د جاکوب ګرادینت  شمېرل کیږي سړی د د 

 

 ګرادینت په همدې تګه د 

 

 سره لاس ته راځيله دې سره د ځنځیري قانون 

   
  

  
  

  

 او د ساده کونې وروسته

 

  لیکونکي: بوسلې، هیولیګ،
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باندې د  د یوه رفرنڅدرېګوډي افین تابع  په یوه د رېګوډي 

سره کیدی شي په  او     ,د ګوډټکو  

 لاندې بڼه ولیکل شي

 

 

 ماتریکس لري-افین تبع د جاکوب

 

 څخه لاسته راځي بع له دې سره د یوه سکالار تا

 

په  Steifigkeitsmatrizenدا تراسفورمیشن د نورو ترڅنګ د ستیفیګکایتماتریکسونو 

 ته اړیینه ده. Finite-Elemente-Verfahren تګلار-توکو-لیکنوکې د فینیت

             لیکونکي: بوسلې، هیولیګ، کنیش                                                                
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 د یوه تابع لوریز مشتق

 په لرو دی مشتق  د یوه وکتور   د یوه فنکشن یا تابع  

 

 

 په مرسته د  ځنځیریقانون په بنسټ د ماتریکس -دا کیدی شي د جاکوب
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م –سره د  د  له لارې وشمیرل شي. په ځانګړې توګه 

 اوردینات ته.م کو–یوونوکتور)واحدوکتور( ټوټه مشتق دی نسبت و 

 د سکاار تابع تابع لپاره دی 

 

د  لکه څنګه چېپه مشتق کې متشکلدی، لوریز مشتق شتون لري په دې حالت کې  له  

 لپاره ما کسیمال دی. په لور. لوکال تغیر د   

 (Autoren: Höllig/Knesch) 

 د تابع

 

 کې شمیرلکیږي. د دې لپاره لومړیلوریزمشتق په ټکي 

 

 ټاکو.

لپاره لاسته  معلومو کواوردینات د ځایپه ځایکولووروسته د یوه لور   د

 راځي

 

 لوریزوکتور د
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په لومړئ نږدېونه کې له  لپاره ماکسیمال کیږي، نو د بیلګې په توګه 

 دې سره 

 

 یا تشریح کوي خورا لویه  ځایزه یا لوکال جګیدنه په ګوته کوي د

 ودد ډېرې زوړندې یا کښته کیدنې مت

د ډېرې زوړندې کښته کیدنېمتود د 

مولتیواریات توابعو 

مینیمي کولو په چوپړ 

عملي  کې دی. د یوه ایترایشنپل 

 کولو ته لومړی منفي ګرادینت 

 

د لوکال بهترین کښته کیدلور په حیث 

مینیمال ځای په  د  شمیرلکیږي. پسې 

 په لورټاکل کیږي: حیث د 

 

 

له ته د  Niveaumenge چې انځوردی، لټونلور و نیوو ډېرئلکه په تابع یا څیره کې 

 کې یوه کوچني ار زښت ته لمسوي لارې اورتوګونال ده او تابع د نیووډېرئ په  
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یا روښانه ونه )ژباړی(: پهشمیرنه کې د یوه سکالار  Niveaumenge یادونه : د نیوو

سره ترتیب یا تنظیم وي.  پټي یا ورشو ټولو ډېریو یا سټونو ټکي، چې هغه همغه ارزښت

 پای.

کونورګنت  د خورا  زوړندکښته کیدني متود له لارې تولید شوې پرلپسې

د کښته لور کیدی شي د ډېرې ټولیزې نیونې سره وښوول شي. پوره کیدونکی دی، که  

-کې لیپشیڅپه یوه  د  ډېرئ  په یوه چاپیریال   ته محدود وي او 

 معنا چې ناپریکیدونکې وي، دا په دې 

 

 باور لري

 

هر پډغالي ټکی د  دا په ځانګړې توګه دې کې خوندي ده، چې  د پرلپسې  

یو انحرافي یا بهتره افراطي ټکي دی.  دا چې دا یو ځاییز یا لوکال مینیموم دی 

 ستاتیستیکي په اطمنان، مګر نه جبرأ ترې لاسته راځي.

موم اړتیا ده چې فقط په نږدې توګه وکړای په الګږریتم کې یوبعدي یا یو پراخېدونکی مینی

باید نه دي چې د کمیز یا منفي ګرادینت په څیرو ټاکلی شي او یوه ځییزه  شي. لټونلور 

و نه ټاکلشي. د کونورګنت لپاره په ساده توګه پریکړیدی، چې هر  مینیموم ځاي 

 ته متناسب ورسیدای شي.  ایتراشنپل  سره د تابع ارزښت یو رډکشن و 

 (Autoren: Höllig/Hörner/Pfeil ) 

 د یوه مربع تابع 
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 سره یوایتریشنپل   لپاره د یوه سیومتریک زیاتیز یا مثبت دیفینیت ماتریکس  

 لري د ډېرزوړندجګیدنې بڼې متود سره 

 

 د 

 

پسې مشتق  مینیموم کیدی شي په دې حالت کې ا کسپلیڅیت یا روښانه توګه ورکړ شي. د

 ه لارې لسته راځيصفرځایونول

 

 لپاره فرمول. او له دې سره د نیمکرښیزپارامتر  
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ته راشي، که  Oszillationen   تابع چې ښایي،کیدی شي ناغوښتلو رپیدنو یا

 د لوي نظم لري. یوه افراطي پیلګه د  أیګنارزښت قوي توپیر کیدونکی

 

 لپاره لاسته راي.

 لپاره دی د

 

 او

 

 له دې سره لرو

 

 لپاره لرو  رښتیا د  په

                                                                               

 یشنپل کې په سرجینه کي فقط له سړی پیژنې، چې مینیموم ته د واټنونو په هر ایترا

 په کچه کمیږي. 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 66 

 Umkehrfunktionیا برعکس تابع   -په ځټ

 

پیریال کې ناپریکیدونکی مشتقوړ تابع وي په چا دې د یوه ټکي    

 سره.ماتریکس -د انورتیري جاکوبي

کې بیجکتیو دی، دا په دې معنا چې یو ناپریکیدونکی په یوه چاپیریال  د  f نو

 شتون لري دمشتقوړ برعکستابع 

 

 سره.

 ماتریکس -له دې برسیره د جاکوبي

 

 لپاره. لپاره باور لري، د ټولو 

 (Autoren: Höllig/Streit) 

 

 یه چاپیریال کړی شي د یوه ټکي   مساوات 

 

 کې د لیترایشن 
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 ځاي په ځاي یا فیکس ټکي جملې سره حل شي.Banachسره د بانخ 

ځانیزه  kontrahierendeد  کره   لپاره یو را ټول شوی  دې ته ښوول کیږي، چې 

 . تابع ده په 

رېتخمین شي، داسېچې د له لا  د کنوتراکشن ثابته کیدی شي د 

 باندې تنظیم ماتریکسنورم وکارول شي. د  اویکلید یا اقلیدس نورم 

   
  

  
  

  

  
  

  

 

  سوپریمومو دی د پوره کوچني  سره  یا وادماتریکس   –له امله دیوون 

 لپاره.   د  لپاره، ځکه چې 

 د  Die Inklusionخوندي لرنه یا  

 

 له لارې لاسته راځي. نورم د تخمین
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 د ناپریکیدني او مشتقوړوالي په بنسټ باور لر ي د 

 

 د دې په تعقیب دی

 

 لپاره  (  او  )   د پوره کوچني 

 له دې سره د باناخ ځاپی ځای ټکي جملې نیونې یا فرضییپوره دي، او د ټولو  

 شتون لري  د لاندې سرهلپاره  د لاندې سره 

 

پسې حل کړي:  چې سړی کړی شي مساوات د  دا په دې معنا 

.  

 مشتق له لارې د ځنځیري قانون سره سم لاس ته راځي فورمال د  

 

ماتریکس معکوس دی. د دې لپاره چېد دې -د جاکوبيماتریکس  د -د جاکوبي  د 

 فرمولټیکاوی د ازمایو ، د
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 سره لیکو  لپاره  د  

 

دا پاتې دي چې وښوولشي، چې مشتقوړوالي په بنسټ.  سره د  د

 له لارېکیدی شي تخمین یا اټکل شي. د   

 دا له 

 

 لاس ته راځي

 محدودیت له امله: په  د 

 

 سره.  او  لپاره د ثابتو   د پوره کوچني 

 (Autoren: Höllig/Streit) 

 

 و دې څیړل شي، چې ایا تابع 
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–کوبي  لومړی د جاکې لوکال معکوسوړ ده. د دې لپاره  په ټکي  

 ماتریکس

 

 جوړیږي. 

 تر څیړنې لاندې ټکې کې دی

 

 له امله د د 

 

 شتون لريپه چاپیریال کې یو معکوس تابع  

 کې دی د دهجاکوبیماتریکس په ټکي 

 

 او   لپاره د او  د افادود حلولنو له لارې د په دې ساده بیلګه کې کیدی شي 

 رکړي: و explizit پسې ایکسپلیڅیت
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 لپاره په سیده لاره و ازمایي. له دې سره سړی کړی شي چې فرمول د  

 (Autor: Höllig) 

 کومپلکس اکسپوننشل تابع 

 

 کیدی شي ریل یا حقیقي د 

 

 ما تریکس-په څیر ولیکي او  دجاکوبي

 

په چاپیریال یو د هر ټکي   له امله د 

 د لاند/ط مشتق سره شتون لري) د کمپلکس لوګاریتم( برعکستابع 

 

 یو ګلوبال برعکس تابع د
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له امله شتون نه لري.  د پریودیوالي یا تل بېرته را ګرځیدني له امله  هر ټکي 

 ناپای ډیر ترمخ عکسونه لري. 

 (Autoren: Boßle/Höllig/Streit) 

 

 په پولار کواردیناتو باندې اړولو سره،

 

 شت ق لپاره  باور لريپسې د وړانګ ې ټوټه م د کواوردینات 

 

 لاسته راځي له بله پلوه له 

 

د دې برېښنده تظاد لپاره دلیل دا دی، چې د ټوټه مشتقشمېرنې له لارې همغه اووښتونې 

. په دواړو  ثابت دی اوپه دویمکې ثابتې نه شي ساتل کیدی. په لومړي مساوات کې 

هر ځل په  وه. دلته ټکی  کې وکتل ش حالتونو کې تغیروخوړ او اغیزه یې په   

سره مایل کرښه حرکت کوي. په ورته توګه ځاییز یا  پرته لور یا همداسې د کونج 

 تغیرمختلف دی.لوکال  توګه د 
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 د سکالار مشتق قانون 

 

 طبعأ د هر ټوټه مشتق لپاره باورنه لري. د یوه بیجکتیو تابع

 

 لپاره په ټولیزه توګه 

 

 د تابع دی، له دې ورزیات باید 

 

 ماتریکس رامنځ ته شي:-جاکوبي

 

 په دې راوړې بیلګه کې

 

 دی. 
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 پسې لاندې ټوه مشتق لري:  او   معکوس مشتق د 

 

 په ځانګړې توګه لرو، چې

(Autoren: Boßle/Höllig/Knesch) 

 ایمپلیڅیت توابع

 که د یوه ناپریکیدونکیمشتقوړ تابع 

 

 لپاره وي

 

 نودا مساوات سیستم

 

 پسې حل کړئ:  په یوه چاپیریال کې د د 

 

په یوه چاپیریال کې ناپریکیدونکی مشتقوړ دی  د    ایمپلیڅیت تعریف شوی تابع  

 ماتریکس لري-او دا لاندېد جاکوبي
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 په ورته توګه د توابعو

 

لپاره باور لري د اووښتونو یا متحولو د پرموتیشن پسې، دا په دې معنا چې سړی کړی 

درځ یا مټه  ماتریکس -پسې یې حل کړي، که د جاکوبي   شي  په

 کرښیزخپلواکه وي.

 (Autoren: Höllig/Streit) 

 

 توابع

 

کې د په ځټ تابع جملې وړاندنیونې پوره کوي. په ځا نګړې توګه  د  په ټکي 

 د کمپوننتونو تعداد په ګوته کوي، او اووښتونو ګڼون یا تعداد د 

 

 یا برعکس کیدونکیدی. له دې امله سړی کړی شي-کس، په څټسره یوونماترید 

                                                                         

 ناپریکیدونکی مشتقوړ برعکس تابع. سره د   کیږدي، د  
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 ماتریکساکسپلیڅیت فرمول له -د جاکوبي

 

 لاسته راځي. 

 

 ه یا منحنيکږ  Vivianischeد ویواني  

                                          
 د توتې یا استواني سره د یوونفضا  د غوڅي له لارې لاسته راځي. 

 

 په ایمپلیخیت بڼې کږه د 
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 ماتریکس-له لارې انځوروړ ده. د ایمپلیڅیتتابع جملېسره سړی کړی شي د جاکوبي

 

د  څخه  کال یا ځاییزد کواوردینات لرلو سره پریکړه وکړي، چې ایا کږه ځان لو

 یوې له لارې پارامتریک کیدی شي.

پسې حلونه پوره  او  ته پارامتریککولو لپاره ، دا په دې معنا چې د  نسبت 

 کیدونکېده،داسې چې

 

 لپاره   حالت دی. سړی لاسته راوړي  او   برعکس وړ ده. دا د  

 

باید و ټاکل  خونو  مخنخښه چیرته چې په اړونده توګه د یوګونو ښا

 شي.

،   په ریښتونې دا پارامتریک کونه په ټکو  

پسې  سینګږلارده. داو  
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ته ارتوګونال نه  پارمتریک کونې لپاره هندسي اړین دی، چې د تانجنت لور و 

 په لور لري. xده،  دا په دې معنا  چې یو ناساده کمپوننت د  

ه د پارامتریکوړوالي لپاره پوره کیدونکیشرطونه لاس ته ت  او    په ورته توګه نسبت 

 راځي.

کې لوکال پارمتریک کیدنه شتون نه لري. کږه دلته ډبل ټکی لري. د  په تکي  

 ماتریکس –جاکوبي 

 

 لري.  فقط رانګ  

لپاره دا جمله د ایمپیلځیت توابعوپه هکله   متحولې یا اووښتونې یوه سکالار تابع   د 

 ې مساوات وایي، چ

 

 .  پسې حلکیدی شي، که  لپاره د    د 

 د روښانه بیلګې په توګه مسوات 

 

 راوړو. ګرادینت دی
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پسې حلوړ دی. دا د  لپاره د    د ټولو  له امله    د  

 مساوات  

 

 تړلي هم لیدل کیدی پسې

 لپاره هم ممکن دي. پسې  حل د   په ورته توګه کتل کیږي، چې د 

پسې مسات ساده نه شي حل کیدی.  د ایمپلیڅیت توابعو په هکله جمله    په 

 په یوه  چاپیریال کې تظمینوي که د

  

 لپاره پوره دی:  دا د بیلګې په توګه د مساوات د حل  

 

 شتون لري د   په تعقیب یی یو تابع 

 

 سره.

 ت و ټاکل شي:اکسپلیڅیت د ورکړي وړ نه دی، کیدی شي ګرادین سره له دې چې 
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 کې باور لري  د راوړل شوي ټکي   

  
    

  
 

    

  
    

  
 

    

(Autor: Höllig) 

 

 لپاره د  د بیواریاتت پولینوم  

 

تابع  لوکال  یو د وي، نو یا عریفیږي. که درجه  له لارېیوه الجبري کږه ت

کیدی شي کږه یو  دی او یا په څټ. په ټکو کې چې درجه یې ورکیدونکې وي

  ګولاریټي ولريسین
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 له لارې تعریف شوې لیمنیسکاتې ګرادینت  د  

 

کې په ورکیږي. لکه په څیره کې چي کتل کیږي، نه شي کیدی چې فقط  په  ټکي 

 پسې حل شي.  پسې یا په    کږه  یواځنئ په  

ه محور ته ولاړ یا عمود دی. کږ–کې تانجنت و  ټکي ا و    په دې 

 پسې حل شي: کړی شي لوکال فقط په  
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په چاپیریال کې. برعکس کیدی شي کږه په ټکو   د 

 په څیر ورکړ شي: تابع په څیر نه د  کې لوکال فقطد   

 

پسې حل  او یا   کې کیدی شي چې سړی یې هم د  په نورو ټول ټکو  

 کړي.

 بیلګه 

 

 ده او 

 

 کي د تانجنت مساوات دي.په ټک  

 (Autoren: Höllig/Streit) 

 په ناکرښیز مساواتسیستم کي د مخ ته بیونې متود

 په یوه د پارامتر تابع مساواتسیستم کې

                                                                              

لونه سره ناسینګولار دی، نو حماتریکس -ټوټه جاکوبي د ناپریکیدونکیمشتقوړ  
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-په واک کې دي. په ځانګړې توګه کیدی شي کرښیز تیلور ناپریکیدونکي مشتقوړ د 

 ودیزونه  

 

 د ګاونډیو اپروکسیکیشن لپاره وکارول شي.

 ته کارول کیږي Generierungتګلار  د پیل ارزښت د -دا متود زیات وخت د نیوټن 

 لیکوال :هیولیګ، سترایت

 

 Taylor-Approximation د تیلور اپروکسیمیشن

Approximation)لاتین: هغه بل، شمیرپوهنیزه ترې پوهیدنه)مفهوم( نږدېوالی ( 

ځله ناپریکیدونکی مشتقوړ د -د یوه ټکي په چاپیریال کې  یو 

پولینوم له لارې د ټوتال درجي له -کیدی شي د یوه ټیلور سکالار تابع  متحولو  

لارې اپرکسیمیشي: 

 

 سره. د  

ندې بڼه لري پاتې غړی لا

 

 لپاره. د یوه  
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متحولو د یوه تابع د تیلور وده په یونیواریات حالت بیرته اړولکیږي. د ښوونې لپاره د 

 راوړي او داسې یې ځاي پّ ځای کوي  سړی بي د ټولیزو بندیزونو 

 

 وده په صفرټکي کي ده–لپاره د تیلور  د یونیواریات تابع 

 

 د

 

 سره.

 ې لرود ځنځیري قانو پس

 

ترمونه لري. له دوي څخه هغه راټولیږي، په کومو  م مشتق -دا په دې معنا چې  

 کې چې د یوګونو متحولو  پسې برابرزیات واره مشتق ونیول شي. 

مشتقونو لپاره، کوم چې درې واره د لومړي   د بیلګې په توګه د ټولو 

 سړی کمپوننت او دوه واره د دویم کمپوننت پسې مشتق شوی دی،
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   یوځایراوړي. په ټولیزه توګه په دې کنکریت حالت کې ټوټه مشتق 

 ترمونه دي. په ټولیزه توګه 

 

 ځله مشتق ونیول شي.-م کمپوننت پسې یې    - ترمونه دي، که د 

ودیزیینه کې کیږدو، ضریب یا -دا پورته شمیرل شوي مشتقونه د تیلورکه د تابع 

 غوښتونېودیزینه راوړي.سته د  لنډیږي او سړی لاځلوونی 

 لیکونکي: بوسلې، هیولیګ، شترایت

 

 ودیزیینه دا لاندې بڼه لري–د یوه دوه متحولو تابع  لپاره تیلور 
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 کې ارزښتول کیږي. چېمشتق یې تل په ټکي  

 د بیلګې په توګه د

 

 لپاره   د   او د   

 

 له امله اپروکسیمیشن 

  

  
 د

  
 

  

  
 

 

  

 

 لپاره لاسته راوړي. سره د یوه 
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ځاي په ځای کولو له لارې لاسته  پولینوم  د-په بدیل ډول سړی د ټیلور

 راوړي د ساین تابع په یوه بعدیز لړئ انځورونه کې: 

 

 سره لاس ته راځي د  

 

 چېرته چې د یونیواریانت پاتې غړي انځورونه کا رول کیږي

 یګ، شترایتلیکونکې: بوسلې، هیول

  

 د بیلګې په توګه پولینوم

 

په ځای کې ودیز کیږي یا تکامل ورکول کیږي. دا له صفر سره   د  

 نابرابرمشتقونه دي

 

 انځورونې -په ودیزوونټکیکې ارزونې د تیلور
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 سره همغګیز دی. لاس ته راځي، کوم چې طبعأ د  

 م و کټلی شولپه بدیل ډول کیدی شي ودیزینه د بڼهبدلون له لارې ه

 

 او لاس ته راشي

 

 

 Hesse-Matrixهسي ماتریکس د

اپروکسیمیشن کیدی -مربعیز تیلور کې د یوه سکالار تابع   په ټکي 

 شي په بڼه 

 

 ماتریکس  -ولیکل شي، د کوم سره چې د سیمتریک هسې

 

 دویم مشتق خوندي لري.

 لیکونکې: بوسلې، هیولیګ، شترایت

له لارې منځ ته راځي. په  Umschreibenزییني د مربع ترمونو د ودی-کټمټوالی د تیلور

 (  بیواریات حالت کې )  
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پریښوول شي یا ونه لیکل  دی، د کوم سره چې په ښی اړخ د تابع تعریفډیرئ 

 شي. باقي یا پاتېغړي

 

 د 

 

 دی.  لپاره  د لوي نظم   سره د  

 یز حالت کې شوونه په ورته تګه ده.په ټول

 لیکونکې:  هیولیګ، شترایت

 د تابع 
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 لپاره 

 

 دی.

 لپاره لرو ماتریکس -کې د ګرادینت او د هسې په ځانګړې توګه په ټکي 

 

 ودیزیینه -او له دې سره مربعیز تیلور
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 کې د  د دې لپاره چې په ټکي

 

 ودیزیینه وټاکو، شمیرولومړی -ورتیل   

 

 د متحولې د بدلیدو له لارې لاسته راځي(. او  ،   )

 له دې سره لاسته راځي

 

 او له دې سره سړی لاس ته راوړي
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 لیکونکي: بوسلې، هیولیګ، شترایت

  

 Newton-Verfahren د نیوټن تنللار

 د یوه نه کرښیز مساواتسیستم

 

 کیدی شي د  حل 

 

 له لارې تعریف شوی د نیوټن ایتریشن و ټاکل شي.

ماتریکس -دوه واره ناپریکیدونکی ټوټه دفررنڅیالوړ او د جاکوبيکه  

کې د پیل ارزښت لپاره دا تلنلار  په یوه چاپیریال   برعکسوړ وي، نو د 

 ې دهمربعیز کونورګ یا پولې ته تلونک
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لپاره دا   دی، داسې چې د   لپاره   په ځانګړې توګه د  

 کرښیز سیستم یواځنی حل کیدونکی دی.

 لیکونکي:  هیولیګ، شترایت 

کرښیز څخه په مخ ته تلنه کیدی شي د لپاره د نږدېوالي  د یوه حل 

 ه د ټاکل شي، دا په دې معنا چې لاپروکسیمیشن له لارې یو ښه شوی نږدیوالی 

 
    

 پسې حل له لارې او باټې غړي پاتې یا لرې کیدو سره د ایتریشنقانون څخه سړی د 

 

 ګټلی شي. 

 پسې حل شي،   که لومړی مساوات د 

 

 او دا د ایتریشن قانون کې ځا په ځاي کړي، نو لاس ته ترې راځي

 

 چاپیریال په یوه د    د ناپریکیدنې او مشتقوړوالي په بنسټ  د  

 کې محدود یا رابند دی او له دې سره   
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 لیکونکي: بوسلې، هیولیګ، شترایت 

 

تلنلارد دې د کتنې لپاره یو -د نیوټن

ساده روبوتر  په کاراچول 

 ترڅیړنې لاندې نیسو.
دا څیره یا عکس یو د روبوتر لاس 

ښایي له درې څرخون بندونو سره.  

له دې سره د  پوزیشن یا ځاي 

برخې د اخرې  او  

، لوریزوالی د بندونود کونجونو 

 دي: نا کرښیز تابع  ، 

 

 

 لپاره د    , ,د څرګندو ارزښتونو 

 

 بدلون یا سبستیچیوشن له لارې سړی دا ناکرښیز سیستم لاس ته راوړي

 

 ،حل ،د روبوتر لاس ارام حالت 

 ماتریکس-په ګوته کوي د جاکوبي
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 سره.

تنلارد لومړي پل -ه  رسیدنې ته  د نیوټنت ،و ګاونډي څاي  

 لپاره دې  کرښیز مساواتسیستم

 

او سړی  حل شي. له دې سره لاس ته راځي   

 لاس ته راوړي

 

 کې ناټیکاوی له دې سره همدا اوس په  په پوزیشن  

 

  راکم شو.  

 بویلې، هیولیګ، شترایت

 

 Kritischer Punkt  کرییکال ټکي یا افراطي)که انحرافي( ټکی
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افراطي ټکی بولي، که ګراد یا درجه    لپاره سړی   د یوه سکالار تابع  

 grad  وي. که   دوه واره ناپریکیدونکی مشتقوړ وي، نو د افراطي ټکي

ماتریکس  -په یوه چاپیریال کې  د هسې تیپ یا ډول، دا په دې معنا چې د تابعګراف د  

د مخنخښې له امله د لاندې  زښتونود ایګن ار له لارې ټا کل کیږي. د  

 :ترمنځ توپیر کوي

 صفر دي.( : ټول ایګن ارزښتونه -هواره ټکی) یعنې په یوه سطحه پروت -

د صفر سره نامساوي دي او هګېډوله یا بیضوي ټکی: ټول ایګن ارزښتونه  -

کې یو ځایز)لوکال( په دې حالت کې په  برابرېیا همغه مخ نخښې لري. تابع 

 لري  افراتیت

شته د مختلفو مخنخښو سره. سړی  هایبراپاربولیک ټکی :  ایګن ارزښتونه  -

 زینټکی هم بولي.

صفر دی اونور ټول ا یګن پارابولیک ټکی: لږ تر لږه یو ایګن ارزښت  -

 ارزښتونه برابره مخنخښه لري.

په نخښهوني یا نوموني د جګکرښې له لارې په بی واریات حالت کې پاموړ یا 

 ي، لکه دا چې په څیره کې کښل شوې دي.جالبې د

 بیضوي ټکی های پارابولیکي ټکی
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د دوه متحولو یا اووښتونو د تابع ته 

ماتریکس -کیدی شي ډول یا تیپ د هسي

د دیترمینانت سره ټولګیز کړو. که 

(  وي،نو دا ) 

 یو افراطیت دی) یو زینټکی دی(.

د یوه مینیموم همداسې ماکسیموم لپاره  

  همداسې  

که دیترمینانت له منځه لاړه یا دی. 

ماتریکس صفرنه  -ورکه شي او هسي

 وي، نو ټکی پارابولیک دی.

 
 

 

 پارابولیکي ټکی

 
 
 لیکونکي: هیولیګ، وایس 

 د تابع 

 

( ټکي همداسې تیپ وټاکل شي. د دې لپاره سړی لومړی kritischen افراطي)کریتیکي

 ریکس: مات –ګرادینت جوړوي او بیا د هسي 

 

 له 
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 څخه د انحرافي ټکي په څیر  

 

 لاسته راځي. د هسي ماتریکس هر ځل دلاندې سره برابر دی

 

او     لپاره  دی   د

 

کې یو ماکسیموم  کې یومینیموم او په   له دې سره په  

 شتون لري.

 لپاره باور لري د  

 

 نو دلته یو زینټکی شته.

له دې څخه ورکړ شوو مخنخښو  صفرځایتوکواو د  د کریمیکیټکو تیپ کیدی شي د

 ضرب بڼې لاس ته راځي وېشنو له لارې وپیژندل شي. د 
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څخه جوړ دی. د  او یونګردئ   محور –داا په دې معنا چې د صفرځایډیرئ د 

ورکیږي، ځکه  پل اړولو سره مخنخښه بدلیږي. په غوڅټکوکې   یا  

دوالي کې صفر دي. د مخ نخښې بدلیدنې په بنسټ دا یو په اوږ  او  لورمشتقونه د  

زینټکی دي. د یوون(واحد(ګردئ تیکلي په نیمایي، چې د صفرټکیډېرئ څخه یي ژئ 

په ژئ  جوړیږیو باید هر ځل یو افرطیت شتون ولري، ځکه چې ډیرئ کږمپکت ده او 

 یومینیموم.   صفر دی. د مثبت تابع ارز/شت سره دا یو ماکسیموم دی او د منفي سره 

 

 لیکونکي: بوسلې، هیولیګ

 

 د تابع

 

 لپاره 
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 دی.

دي. تیپ یا ډول  له دې امله  critical pointدا انحرافي ټکي 

 د مخنخښې ویش څخه وټاکل شي.  کیدی شي د 

 

محور سره د پارابولونو غوڅټکي) د تقاطع نقطي(  زین ټکي دي، ځکه چې په –د 

 او کمیز)منفي( ارزښتونه شتون لري. په خړه روشو ؟؟ کې  ۵چاپیریال کې زیایز)مثبټ

صفر  په ژئ یا غاړه دی او کمیز ارزښت په دننه کې، باید هلته لږترلږه یو ځایز یا لوکال 

 مینیمومشتون ولري.

 ماتریکس په مرسته فصدیقیدی شي. -شمیرپوهنیزدا تبوپیا ډول د هسي

 

 اوړود انتقادي یا انحرافي ټکیلپاره لاس ته ر
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ماتریکسدیترمینانت کمیز دی، ټکي لکه انتظار چې کیده -په لومړیو داوړو ټکو کې د هسي

زیاتیز یا مثبت دي، پس  Spurکې دیترمینانت او شپور   زینټکي دي. په  

 دلته یو ځاییز یا لوکال مینیمومو لرو

 (Autoren: Höllig/Reble) 

 مولتیواریات توابعو افراطیت یا -د ډېرو متحولو

xtrema multivariater Funktionen 

په یوه  چاپیریال د یوه ناپریکیدونکي مشتقوړ سکالار تابع د  که 

 مینیموم)ماکسیموم( وي، نو باور لري

                                                                                        
ماتریکس ټول ا یګن ارزښتونه په -د ونکیشرط دی، چې برسیره پردې د هسییو پورهکی

 زیاتیز یا مثبت)کمیزیا منفي( وي. انحرافټکي 
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که ایګن ارزښتونه د مختلفومخنخښو سره شتونولري، نو دا یو زینټکی دی، یعنېځایز یل 

خنخښې سره لوکال افراطیټکی نه دی. که د صفر سره نابرابرو ایګن ارزښتونو د برابر من

تیوپ یا ډول د  لږتر لږه  یو ایګن ارزښت صفر وي، نو د احرافي یا انتقادي اټکي

دویممشتق له لارې نه شي ټولګیز)صنفي( کیدی یعنې چې په کومه ډله یا ټولګي کې دی. 

د ژئ ټکو په څیر هم رامنځ ته  ځاییز مینیموم)ماکسیموم( کیدی شي د تعریف ورشو 

په   منفي ښودونکي لپاره لور  د   اید لوریز مشتق  شي. په دې حالت کې ب

 مثبت)منفي( وي. 

یا انحرافي ټکی دی) دا په یو ځاییز افراطي ټکی په یوه ډیرئ  د یوه سکالار تابع 

پارشل مشتق پریکیدونکی ځای  –(، یو ژئ ټکی یا د ټوټه  دې معنا چې 

وم په دې ټکو کې د تابع ارزښتونو د دی. کیدی شي په دې ځایونو کې  مینیموم او ماکسیم

 پرتلې له لارې وشمیرل شي.   
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ځیرونه یا تابع مختلف امکانات ښایي. دلته ځاییز افراطي ټکي په ګردئ او 

 ګلوبال یا ټولیز افراطي ټکي په ټکو سره په نخښه شوي دي.

 لیکونکي: بوسلي، هیولیګ، وایس

 

 لپاره تعریفوو  وښه لور راوړو او د په خ د کرښو په اوږدو تابع  
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 کې یو افراطیت لري. په   کې یو ځاییز افراطیت ولري، نو  په   که  

 پایله یې ده

 

 کې ورکشي. په خوښه ټاکلی وو، باید ګرادینت په دا چې 

په دننه لور  تعریفورشو تنها په ژئ لاس ته راځي، چې  د د مینیموم لپاره د 

په یوه  د   لوریز مشتق ورکیږي. تنها په داسې لورو  لپاره ښودونکي وکتور 

چاپیریال کې په یوه ښي اړخیز چاپیریال کې یو غږیز جګیدونکی دی. د یوه ما  کسیموم 

  لپاره په ورته توګه دلا یل راوړل کیږي 

سره   لپاره د    فقط مثبت ایګن ارزښتونه ولري، نو د وکتور  که  

 باور لري

 

سره په خای کې د یوې ثابتې   د ناپریکیدنې له امله دا چاپیریال د  د دویم مشتق

ودیزیینې سره  -د تیلورکې ټیک پاتې کیږي. د  په یوه چاپیریال  همداسې د  

 لاس ته راځي

 

 سره. د د  
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 لپارهلاس ته راځي په نږدې کې د   0له امله د 

 

ییز مینیموم لري. د ماکسیموم د پوره  کې یو ځاپه هره لور په  دا په دې معنا چې 

 کیدونکو شرایطو د لاس ته راوړلو لپاره په ورته توګه مخ ته تلل کیږي.

 لیکونکي: هیولیګ، وایس

 

 د مربع تابع

 

 سره دی ګرادینت د سیومتري ماتریکس

 

ماتریکس دی. ځاییز یا لوکال افراطي ځایونه د کرښیز مساوات سیستم -د هسې او 

 دي.حلونه  

دی او د مساوات  یګن ارزښتونه مثبت یا منفي وي، نو  ا Aکه د 

 یواځنی ځاییزاو همداسې ټولیز افراطیت دی.  یواځنی حل د  

 د څرګندې بیلګې  لپاره

 

 دی
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 د

 

مثبت دي،   او  دی. دا چې   حل   

 ټولیز مینیموم دی د   مثبت  ایګنارزښت لري،او    نو 

 ګ، وایسلیکونکي: هیولی

 غواړو د تابع 

                                       

 پریودیک دی او پسې هم-ته   او  نسبت   ځاییز اکسترما  پیدا کړو، چې 

 د بسیا کوي،چې   .

په ورشوکې وڅیړو. د ټوټه مشتق ژئ ټکي او پریکیدنځایونه په پام کې نه نیول کیږي. نو 

 ي.باید انحرافي ټکي پیدا ش

 له 

 

لپاره په   ، نو د لاس ته راځي

 . دواړه امکانات یو له بل بیل څیړل کیږي. یا  ځانګړې توګه  
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 (i) :  

 له 

 

 لاس ته راځي.  او  ، په اړونده ورشو کې انحرافي ټکي 

 (ii) :  

 لاس ته راځي.او    انحرافي ټکي   له 

  

مشتق څخه رانیول کیدی شي، پیژندل کیږي، چې   د تابع ارزښتونو د پرتلې څخه، چې د

 یو  سره دی او یو ځاییز ماکسیموم د ارزښت 

 سره  دي. ټولیزمینیموم د ارزښت  

 Hesse Matrixد بل انحرافي ټکي ډول یا تیپ کیدی شي د هسې ماتریکس  
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 کې سره وټاکل شي.  په ټکي 

 

 دی.

د سیومتري  او  ټکي     ټکی دی.دا چې دیترمینانت منفي دی،نو دا یو زین

 ماتریکس -ورکوي. د هسې enstsprechenله امله یو بل سره 

 

 هم منفي دیترمینانت لري. له دې امله هم دا یو زینټکی دی.

( د ټولیز ماکسیموم او ټکي   )   نو په ټولیزه توګه ټکي  

د ټولیزمینیموم همداسې 

 په حیث لاس ته راځي

 ګ، وایسلیکونکي: هیولی

پرابلم په دې کې پروت  Steiners د شتاینر

وټاکي، د کوم لپاره دی،چې یو ټکی 

د واټنونو زیاتون یا  چې ورکړ شوو ټکو 

جمعه مینیمال شي.دا ساده ځانګړی حالت یې په 

، څیره کې ورکړ شوی دی. د درې ټکو 

یا د یوه ټکي سره سر  لپاره  ،  
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 دی  خوري یا د ټول ټکو جوړو لپاره

 

او  دي د   د دې لپاره چې غوښتل شوی خویونه)خوي( وښایو،  

 ترمنځ واټن وښایي، دا په دې معنا چې  

 

 د ځنزیریقانون له مخې لاسته راخ

 

 لاسته راځي. همداسې 

 

 د واټن تابع ګرادینت ،. اوپه اړونده ډول 

 

 په لور ښایي. کي د ټ له دې امله یویوون یا واحد وکتور دی، کوم چې له 

 د  
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 مینیموم به شي

څخه په یوه کې و نه نیول شي، په کومو کې چې   ماکسیموم د له ټکو 

 پریکیدونکیدی، نو باید په مینیموم کې

 

باورولري. د وکتورګرادینت د برابر اوږدوالي په بنسټ له دې لاسته راځي، چې که دا یو 

جوړوي. د دوي ترمنځ کونج له دې امله برابره په بل کیښول شي یو برابراړخیزدرېګوډی 

 .  دی په 

 لیکونکي: بوسلي، هیولیګ، وایس 

 Lagrange-Multiplikatoren( د لانګرانژ  ضریبونه)څلووني

یوځاییز افراطي ځای  د سکالار تابع لاندې که د څنګیزو شرایطو 

 شتون لري، داسي چېوي، نود لاګرانژ ضریب 

 

په یوه چاپیریال کې ناپرېکیدونکي مشتقوړ   د  او   ه کیږي، چېدلته وړاند نیون

 پوره رانګ لري.ماتریکس -دي او د جاکوبي

 شرایط ساده بڼه  –د فقط یوه فرعینژ 
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نیوو سطحې یو بل په  او  وي،د ا په دې معنا و چې د لري که 

 افراطي ځای کې لمسوي.

پریکړه وکړي، چې یو لوکال افراطیت مو  د لاګرانژ شرطونه پوره کیدونکینه دي، چې

مخ ته پروت دی او یا مینمومو یا ماکسیموم دی. دا د نورو معلوماتو په مرسته کره کیدی 

 شي.

ټولیزه افرا طیت د توابعو د پرتلي په اساس په ټکو کې کیدی شي، کوم چې د لاګرانژ 

ې ډیرئ په ژئ او شرطونه پوره کړي، کوم چې په ورکړ شوي حالت کې هغه د ورکړ شو

 په رانګ ضایع سره.  یا د 

 لیکونکي: بوسلي، هیولیګ، وایس

 دې فرعي یا څنګیز شرایط وي.دې د اووښتونو ګڼونن یا تعداد وي او  

د کرښیز  وکتور د –لپاره نه ښوول کیږي، ځکه چې یو په خوښه  د  

 دکرښیزو خپلواکو لیکو په څیرانځوروړ دی. کمبینشن په حیث د 

یو د اووښتونو یا واریبلو ټوټه  لپاره دې   د  

په څټوړوالی یا برعکس  ونه وي، د کوم سره چې د ممکنه پرموتیشن د  

وړوالی له وړاندې نیول شوی وي. نو د ایمپلیڅیت تابع جملې د فرعي شرایطو له مخې 

 ځاییز حلوړ دی:

 

 ګرادینت ورکیږي: په تعقیب په یوافراطي ټکي د تابع 
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 مشتقیدو له لارې پسې لاسته راځي  د څنګیز یا فرعي شرایطو 

 
    

 ایښوولو پسې کتل کیږي، چې د   په ګرادینت کې د 

 

 سره  مساوات

 

کمپوننتونه په ګوته کوي، په ټکي  -او   -شرایطو کوم چې د 

 کې  پوره دي. 

 لیکونکي:  هیولیګ، وایس 

 تابع 

 

 لريلاندې فرعي شرطونه 

 

 کې یو ځاییز یا لوکال مینیموم. په څرګند ډول په  
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 نه دي پوره: شرطونه  -په هر حالت د لاګرنز

 

 پوره رانګ نه لري. د ماتریکس -دا له دې امله چېد جاکوبي

شرطوه په داسې یوه -ځاییز حالت د جګ نظم ترمونو له لارې تشریح دي. د لاګرانژ

 نه دي.سینګولار ټکي کې استعمالوړ 

 لیکونکي:  هیولیګ، وایس

د افراطي ځای لپاره د فرعي یا څنګیزو شرایطو  د یوه  بیواریات تابع  

 لاندې باور لري  

 

د نیو  ته  غبرګ دی. د نورو کلمو سره د   وګراد  دا په دې معنا چې ګراد 

له لارې  تعریف شوې کږې سره تانجتني ده یا   کې  د   سطحې په ټکي 

 نجنت جوړوي.تا
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 په څیره کې په روښانه توګه ښوول شوې بیلګه کې

 

 شرایط په لاندې توګه دي-د لاګرانژ

 

 له منځه وړنه راکوي د 

 

او  سره په تړاو ممکنه افراطي ځایونه   د فرعي شرایطو 

لاس ته راځي. دا چې یوناپریکیدونکی تابع په یوه کومپکته ډیرئ هم  
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کې  په   یموم لري، د تابع ارزښتونو پرتله یې ښایي، چې مینیموم او هم ماکس

 کې ماکسیمال کیږي. مینیمال او   په  

 لیکونکي:  هیولیګ، وایس

 د

 

 افراطییت غاړو پیدا کړو د لاندې فرعي شریطو لاندې

 

کوم چې د توتې)استوانې( غوڅی)تقاطع( د یوې سطحې سره یوه هګئ تشریح کوي یا 

 ورکوي.

 ماتریکس دی  -یطو لاندې د جاکوبپد فرعي طر

 

لپاره پوره رانګ نه لري. دا حالت د فرعي سرایطو په اساس نه  دا فقط د  

ضریبونه -ته پسې هر ځل د لاګرانژ شیرامنځ ته کیدی.  یوه افراطیت 

 داسې شتون لري،چې 

 

 همداسې
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وات کې ځای په ځای شي، په لومړي برابرون یا مسا  او  که 

او   ترې لاسته راځي. د فرعي شرایطو څخه ممکنه افرطیت   نو 

لاس ته راوړل کیږي. دا چې په هګئ باندې مینیموم او هم ماکسیموم  

 باید شتون ولري، د تابع ارزښت  

 

 کې  مینیمال او   په  په   پرتله کونه یې ښایي، داسې چې 

 کې ماکسیمال کیږي.

 (Autoren: Höllig/Weiß) 

ا  1سره برابروزنځای د  اوس دې په دوه ټکو ځوړند شوي ځنزیر  د   ځنزیر غړي 

 وږدوالي سره وټاکی شي.
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 د څیرې څخه په نخښهونې سره مو د پوتنشل انرګي مینیمي کوني یا کمونې ته  بیایي

 

 په دې پرابلم  د سیومتري په استعمال

 

 سره.  د  

 طونه په لاندې توګه ديشر-د لاګرانژ

 

 ( کونې سره حل شي:-پسې  مربع)څلورئ دا کیدی شي د  

 

 په فرعي شریطو کې د ایښوولو سره لاندې برابرون راکوي

 

 نومریکټاکل کیدی شي. او له دې سره  له هغه چې  
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 لیکونکيّ هیولیګ، پفایل

 رهمربعیزه)څلورئ ییزه( مینیمال کونه د کرښیز برابرونشرلیطو س

Quadratische Minimierung mit linearen Gleichungsbedingungen 

  Optimierungsproblem مربعیزه اوپتیمي کونې پرابلم

 

ورشو کې پروت وي او  -په څېره د ماتریکسټیک هلته حل کیدونکې دی، که وکتور 

 په زړي مثبت سیمیدیفینیت وي. د  سیومتریک ماتریکس 

 شرطونه -ګرانژد لا ټول حلونه  

 

سره پوره کوي. حل یواځنی دی، که ضریب -د یوه لاګرانژ

 وي. 

 برعکس کیدونکی وي، ن و کیدی شي بلاکسیستم په ګډه یا په دله حل شي.که 

 ضریب ټاکي–سړی لومړی د لاګرانژ 
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 او له 

 

 اوپتیمال وکتور  لاسته راوړي.

په ځانګړې  Schur-Komplement-Methodeمتود -کمپلیمنت-دا داسې په نامه د شور

 ساده وټاکل شي او یا فقط فرعي شرایط شتون ولري.  توګه هلته موخه ور دی، که 

 لیکونمکي: هیولیګ، هیورنر، پفایل

د زړي لپاره یو بنسټ جوړوي، او  دې یو ماتریکس وي، چې  مټه یا درز یې د   

کیدی  اجازه وکتور. یو یو وکتور چې اجازه ولري، دا په دې معنا چې   

 شي چې په لاندې بڼه ولیکل شي

  . 

 که په موخه تابع کې ولیکل شي نو لاس ته ترې راځي

  

 

مثبت دیفینیت وي، او  ټیک هلته شتون لري، که  د دې مربع تابع یو مینیموم  

 په دې حالت کې پوره کړي

 

 دا چې دی

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 121 

 

 نو ورته کرکتریسک کیدنه لاس ته راځي

 

 شرایط.-لاګرانژیعنې د 

په زړي مثبت دیفینیت وي، یعنې که  د   یواځنی دی، که   حل 

 وي.  

ایښوول شوی حل لاس ته راځي، په کوم  gestaffelteد ډلې یا بلوک سیستم لاندې باندې 

 کې چې لومړی حل

 

 کړي.یې  سره ضرب کړي او بدل یا سبستیتوه  د کیڼ لورد 

 پفایللیکونمکي: هیولیګ، هیورنر، 

 د اوپتیمي کوني پرابلم حل غواړو پیدا کړو 

 

 د لاندې فرعیشرایطو لاندې

 

 د    ، دا پرابلم 
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 سره په ګوته کوي

مثبت دیفینیت دی،یو یواځنی  په ساده توګه اجازه لرونکي ټکي شتون لري او دا چې 

 شرایطو –شتون لري، کوم چېد لاګرانژ  حل 

 

 ټاکل کیدی شي. لاسته راځي

 

 لیکونکي : هیولیګ، وایس

 د بیلګي په توګه مربع تابع

 

 د فرعي شرایطو 

 

 لاندې مینیمي کیږي

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 122 

 

 د

 

 دا پرابلم لاندې ستاندارد بڼه لري  

 

د زړي لپاره یوبنسټ یا باسیس  د دې پرابلم حل باندې چې پریکړه کوو، نو لومړی د 

 ټاکو:

 

 بیا جوړوو

 

مثبت دیفینیت دی، او له دې سره د  پور مثبت دی، نو دیترمینانت او ش دا چې د 

-Kuhnشرطونو -تکر-اوپتیمیریکولوپرابلم یو یواځنی حل لري. دا کیدی شي د کون

Tucker-Bedingungen :سره و ټاکل شي 
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 لاس ته راوړي. او   سړی  

 متودوکاروي.-کمپلمنت-په بدیله توګه سړی کړی شي د شور

 رعکس کوي:ب سړی لومړی ماتریکس 

 

 ټاکي:   څخه سړی   بیا د برابرون 

 

 ګروپ-شرایط مو لومړی برابرونډله یا -تږکر-د کون

 

 ته بیایي. مو بیرته حل  

 لیکونمکي: هیولیګ، هیورنر، پفایل 
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 (Kuhn-Tucker-Bedingungenشرطونه)-تکر-د کون

د فعال  یو مینیموم وي اولاندې د سکالار تابع د فرعي شرایطو  که  

-ګرادینت کرښیز خپلواک وي، نو د لاګرانژ،   برابرونونو

 شتون لري، داسي چې ترې لرو ضریبونه  

 

 دی.د لوکال ماکسیموم لپاره په ورته توګه 

 

تکر شرطونه ځمککچیز یا هنسي په دې معنا دي، چې د موخه تابع -د مینیموم لپاره د کون

خور شوی مخروط )کرښه ، کرښه( کې پروت  ګرادینت چې د فعال فرعي شرایطو څخه

 دی.  

 کیدی شي ایمپلیڅیت د شراطوپیژندډیری یا ایندکسډیرئ 
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، دا په دې معنا چې ناساده یا وي،نو لرو  لاندې کره شي. که  

 ناتریویال ضریبونه فعال شرایط په ګوته کوي.

 لیکونکي: هیولیګ، وایس

کې ونیسي، ځکه چي نابرابرونونه  رایط په پامپه چاپیریال کې  فعال ش سړی باید د  

په روښانه  چاپیریال کې ټیک پاتیږي. تابع   په یوه د  ،  

له لارې توګه په یوه وړه ډیرئ هم مینمال پاتیږي، چې د برابرون شریطو 

ضریبونوجملې څخه غوښتل شوی کټمټوالی لاس ته -ورکول کیږي. له دې امله  د لاګرانژ

 . ط باید وښوول شي، چې  راځي. اوس فق

مو تضا د یا مخامخوالي ته لپاره  )وړاند( نیونه  کیدی شي د یوه  

 شتون لري د    بوزي. د ګرادینت د کرښیز خپلواکوالي یو وکتور

grad grad   

له لارې تعریف شوې سطحې   تنجنتي هوارې )سطحې( باندې ، سره، چې د   

  ږه)منحني(وي د پیل ټکي  دې په سطحه یوه ک پروت دی.  

 لپاره دی سره.  د   او پیل لور  

 

لپاره پریښودونکي )یعنې اجازه  په کږه باندې ټکي د پوره کیدونکي کوچني 

 لرونکي( دي:
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 کټمټوالي لپاره دی جوړښت له مخې او   د 

grad grad

  

 تضاد یا مخامخ.د مینیمالوالي سره په  د کرښې په اوږدوالي کمیږي، د fتابع 

 لیکونکي: هیولیګ، وایس

     شرایطو  ښوولو ته د تابع-ترکر-د کون

 افراطیت د 

 

 باندې ټاکو.    له لارې په تعریف شوي روڼخړ ډیرئ 

 شرطونه دي-تکر-د کون
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برابرې یا همغه مخنخښې لري. د څېرې څخه  او  ضریبونه   -چیرته چې د لاګرانژ

یز شرایطو د ټولو اجازه لرونکو ټکو لپاره کرښیز خپواک \معال څن پېژندل کیږي، چې د

تکر -) دا صفر نه  دي او د ژیکږې په غوڅټکو غبرګ نه دي(.له دط امله د کون دي(

شرایط  د ټولو اکستریم ارزښتونو لپاره اړیندي. په دې توګه یا داسې چې کوم څنګیز 

 ي:شرطونه فعال دي، باید لاندې حالتونه وپیژندل ش

 (i)    لپاره مساوات ) کوم څنګیز شرط فعالنه دی(:د 

 

 اکسترېما  نه لري.   په دننه کې د پوره کېدووړ نه دی. په دې لاس ته راړنه د 

(ii)       (   له   :)فعال 
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له امله  ناشونی دی(،  د  )   ه تعقیبپ

شرطونه  –تکر  –.  د یوه لوکال اکتریموم لپاره د کون او  

 پوره دي.

 (iii)  (  له :)فعال 

 

 

 لاس ته راځي

   

 .  او

 شرطونه د یوه لوکال اکستریموم لپاره پوره دي.-تکر-د کون

 (iv)  (  له  او :)فعال 
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لپاره په   . د  ا راځي ی لاس ته   

 مساوات کې ځای په ځای کوو نو راکوي

 

 همداسې 

 

 د لاګرانژ ضرب د مختلفومخنخښو له امله یا په بنسټ دواړه ټکي اکسترېم ځایونه نه دي.

هم ماکسیمومو او هم مینیموم لري، کېدی شي په  ډول  په کومپاکت ډېرئ    دا چې 

وشي یا هم د تابع ارزښتونو د پرتلې په اساس.  په یې د لاګرانژ مخنخښې په لاس پرېکړه 

کې یو  کې یو ماکسیموم  او په   په  تعقیب 

 مینیموم لري. 

 لیکونګي: هیلیګ، پفایل 

 د مینیمي پرابلم لپاره 

 

 شرطونه د لوکالمینیموم لپاره -تکر-د کون
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د انتروال د  یا واحدوکتور سره. له دې سره ارزښتونه  -م یوون-د   دي د 

پولې  په توګه پرېښوول شوی یعنط نجازه لري، داسط چې ټولې متحولې یا اووښتونې د 

 همغه ډول نامساوات پوره کوي.

صفر دي او   او  ضریبونه  -وي، نو نودواړه  د لاګرانژ که  

  .  برعکس که یو له دې نامساواتو د م کمپوننت-   له دې سره د 

 مخنخښه کره کوي: ضریب د -ه اړونده توګه د لاګرانژلپاره فعال وي، پ
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ممکنه لورې  ښایي د مینیموم لپاره   تابع د بیواریات موخه فنکشن لپاره د  

په ګوډونو یا کونجونو. د مینیموم لپاره د ولاړګوډیز  په اړخونو د  

 باور لري. یا مستطیل په دننه کې   

 لیونکي: هیولیګ، پفایل

 

 ښیز تابع د یوه کر

 

 مینیموم د کرښیزو فرعي شرطونو لاندې 

 

 سره سړی مرښیز پروګرام ښایي. ماتریکس - د یوه  

 شرطونه پوره کوي-تکر-د کون  یو حل  

 

 باور لري. سره.په ورته توګه د ماکسیموم لپاره     د 

 د روښانه بیلګې 

 

 لپاره  دی
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 شرایط لاس ته راوړي-تکر-او سړی د کون

 

ضریب باید -سره. سړی زر پیژندلی شي، چې ټیک یو د لاګرانژ  د  

صفر وي، چط په بل ډول په شرایطو کې یو تضاد باید رامڼځ ته شي. په دې درې حالتونو  

 یواځنی کره کوي: کې دوه فرعي شرایط فعال دي.  دا  

 

 

او   لپاره  فرعي  شر طونهنه پوره کوي او د  له دې سره  

کوي، دلته د لاګرانژ د ضرب د همغط یا برابرې مخنخښې اړیین شرطونه را  
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–نیول  یا فرض  کیږي. په دط حالت کې د لاګرانژ  نه دې پوره.د تابع مینیموم په 

 .ضریبونه داسې دي 

دی، په  یوځمککچیز یا هدسي جوړښت په څیره کط ښوول شوی دی. حل   ټکی 

ې معتبره ورشو لمس کړي. دا روښانه ده چې کوم کې چې د موخه تابع سطحیزې کرښ

 موخه تابع جګیږي) ټیټیږي(، که سطحیزه کرښه دا معتبره   ساحه غوڅه)غوڅه نه( کړي. 

 لیکونکي: بوسلي، هیولیګ

Simplexسیمپلکس 

 konvexeیو  ټکو   د    بعدیز)پراخېدونی(  سیمپلکس –یو 

Hülle   ضا کې نه دي پراته:بعدیز لاندې ف-ده، چې دا ټول په یوه 
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n=2   n=3 

 او درېبعدیز سیمأبمکسونه د درې ګوډي همداسې تیترایدر بلل کیږي. -دوه

د دیترمینانت په د یوه سیمپلکس ډکی یا حجم د وکتورونو 

 مرسته افاده کیدی شي:

 

(Autoren: Boßle/Höllig/Streit) 

 Parallelepiped غبرګ اړخیز یا مکعبنما(غبرګ اپیپید)

څخه  کرښیزو  وکتورونو  د   بعدیز ) یا پراخیدونی(غبرګ اپیپید -یو  

 غزیږي:
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n=2   n=3 

 او درې بعدیزغبرګ خواییز غبرک اړخیز همداسې شپاات بلل کیږي.  –دوه 

 د غبرګخواییزوډکی)حجم( د ترې غزیدلووکتورونو د دیترمینانت مطلق ارزښت دی:

 

 ، شترایتلیکونکي: هیولیګ

 

 د انتیګریشن ورشو

 
 

 د یوه مناسب کواوردیناتسیستم ترانسفورمیشن  یوه بنسټسزه ورشو 

 ګراف له لارې رابند دي: او  پسې د  د ناپریکیدونکو توابعو  
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د بنسټیز ورشوګانو یو تر زئکږو یا منحنیو پای ټولنه رګولار ورشو بلل کیږي.  د دې 

 سیمپلکس دی چې پولیوګونالورشو څخه جوړ وي: لپاره یو ځاګړی حالت یو

 لیکونکي: بوسلۍ، هیولیګ، شترایت 

 

 Hausdorff-Abstandد هوزدورف واټن  

  

 سره کیدی شي د لپاره  د متریک  کې د یوې ډیرئ  په یوه متریکیفضا

 

ندې واټن په لا-سره  د  واټن و   ته بلل کیږي. په ټولیزه توګه  د د وه ډیریو هوزدورف

 توګه تعریفیږي

 

 لیکونکي: هیولیګ، شترایت)

لپاره  یوڅو جوړې په هرکې ټکي په نخښه شوې،  او   په لاندې څېره کې د ډېریو 

 واټن همدایې داویکلید متریک نیول کیږي.–د هوزدورف 
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لنډ واټن نه او   د دوه ټکو  لکه د بیلګو څخه چې لیدل کیږي،  

 دی

 یګ، شترایتلیکونکي : هیول 

Mehrdimensionales Integral 

 ډېر بعدیز) ډېر پراخیدونی( انتیګرال

انتیګرال کیدی شي د ریمن جمعې د  په یوه رګولار ورشو د یوه ناپریکیدونکي تا بع 

 پولې په څیر تعریف شي:

 

) په ټولیزه توګه سیمپلیګسونو یا غبرګ  له دې سره د )توکي( پردیو ساده ورشوګانو

او  اپروکسمې کیږي، دا په دې معنا چې د پیدونو(  ټولنې یا اتحاد له لارې  ایپی

سره کیدی شي د  واټن د صفر په لورهڅیږي. د   –د هوزدورف  

 کې دي.   په خوښه ټکي په  ماکسیمال کچونه په نخښه شي،  

سړی ډکی یا  د پولې پروسې سومبولي کول دي، او  د لیکنې ډول 

 هم لیکو یا په مفصل ډول   په لنډ ډول  حجم بولي. 
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 که څوک د انتیکریشن متحولې راباسي.

او هم   له  ناپرېکېدنې په اساس د ریمن انتیګرال تعریف هم د توکو ورشوګانو  د 

 خپلواک دی.ټکي 

 

 د یوه زاتیز یا مثبت تابع  لپاره انتیګرال د ډېرئ ډکی یا حجم دی. 

 

 حجم دی.   متیګریتې ورشو د ا په ځانګړې توګه 

د د هواروالي وړاندنیونه)فرضیه( کېدی شي ضعیفه شي، داسې چې ا او  په  

 نتیګرال په یوه مناسب پوله پروسه باندې تعریف وي.

 لیکونکي : بوسلي، هیولیګ، شترایت 
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 د تابع 

 

 دې په ورشو 

 

 کې انتیګرال ونیول شي.

 

منډو ؟؟؟ باندې وېشنه یا ټوټه کېدنه -ل مربع ګیتر یا څیره د انتیګریشن ورشو  په یوه شډ

 لپاره  دا اپرکسیمسشن لاس ته راوړوښایي. د منډو پراختیا 

 

 د جګودرجو درجو ترمونو تېرېدنې سره دا د دې ډبلې جمعې سره برابر دی 
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 لري.  اوله دې سره انتیګرال ارزښت 

 ایتلیکونکي: بوسلي، هیولیګ. شتر

 Satz von Fubiniد فابیني جمله 

 په یوه بنسټیزه ورشو د یوه ناپرېکېدونکې تابع انتیګرال 

 

کېدی شي  د یوبعدي یا یوپراخېدوني انتیګرالونو د یوبل پسې شمېرنې له لارې لاس ته 

 راشي:

 

له دې سره د بنسټیزوورشوګانو د لړئ پرلپسې رول نه لوبوي. په ځانګړې توګه د ډبل 

 یګرال لپاره د ثابتې انتیګرېشن پولې سره انت

 

 ټولیزه تلنلار کېدی شي په دوهبعدي ځانګړي حالت 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 141 سرليک

 

 د ریمن جمعې له لارې اپروکسیمیکوي لیدوړ وګرځي. د تعریف سره سم سړی  

 

 سره. او  ،   د  

 

 باندې برابرډوله ناپرېکیدنې په بنسټ دی  په   کومپکت انتیګریشن ورشو  د  
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لپاره. د دې په تعقیب کېدی شي دننئ جمعه د یوه بعدي یا یو پراخیدوني   د  

 انتیګرال سره پرتله شي:

 

سره. همدا دلیل کېدی شي په ناپریکیدونکو توابعو   د 

 وکارول شي،، او سړی لاس ته راوړي  

 

 لپاره. دا چې  سره د    د 

 

  iteriertenایتریر شوي  د په خوښه ټاکل کېدی شي، نو پوله   او  

 یو بعدي انتیګرال سره سر خوري. 

 لیکونکي : هیولیګ، شترایت 

 

 د تابع 
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 دې داپه څېره کې انځور شوې ورشو

 

 کې انتیګرال ونیول شي.

 

 د فوبینیجملې سره کیدی شي انتیګرال د دوه بعدي انتیګریشن له لارې وشمیرل شي: 

 
 

 

  

  
 

 

  

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 144 

 

 لړئ پرلپسې سره بدل شي، نو لاس ته راځيکه انتیګریشن 

 

په دې حالت کې دننی انتیګرال اکسپلیڅیت شمیروړ نه دی. د ایتریر شوي انتیګرال د 

 عملي شمیرنې لپاره کیدی شي د انتیګریشن لړئ پرلپسې غوره وي.

 لیکونکي : بوسلي، هیولیګ، شترایت  

 

 د دې لپاره چې تابع 
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 په تیتراید 

 

 د بنسټیزې ورشو په توګه ورکړل: یرل شي،  نو لومړی به  باندې وشم

 

 نو بیا دا انتیګرال د فوبیني د جملې په بنسټ شمیرلکیدی شي:

 
 

 

  

  
 

 

  

  
 

 

  

 لیکونکي: بوسلي، هیولیګ، شترایت

 ډکی یا حجم شمیرلکیږي، چې د دواړو توتو له )ګډ( غوڅي 

 

 له لارې منځ ته راځي.
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په بنسټ لومړی د اوکتانتونو  د سیومتر ي

ډکي یا حجمونه شمیرلکیږي. په لومړي 

اوکتانت کې د انتیګریشن ورشو د ګردئ یا 

 دایرې څلورمه ده

 

 

 

له لارې  د    باندې د  )ګډ( غوڅي بدن جګوالی  په 

 ورکړ شوی دی. د ډکي یا حجم په حیث لرو

 

 .او له دې سره ډ ټول  بدن   لپاره حجم

 کي:بیوسلر،هیولیګ،شترایتلیکون 

 بعدیز یونغونډاري)چې وړانګه یې یو واحد دی( ډکی)حجم(- nد 

 دی بعدي  یوونغونډاري ډکی یا حجم - nد  

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 147 سرليک

 

 

 لپاره ارزښتونه په لاندې جدول کې ورکړشوي دي:  سره. د    د ګاما تابع  

 

  لیکونکي:بیوسلر،هیولیګ،شترایت

 

 لپاره دی   د ګاما تبع د تعریف له مخې د

. 

د لپاره لومړی په پام کې نیسو، چې   د ایندکشن پل)قدم( 

ترمنځ پروت دی او د هیوپرسطحې سره  او  هیوپرسطحې  

بعدیز غونډاری دی  د  -یو   غوڅی)قطاع( 

حجم  له دې امله کیدی شي د فوبینوسجملې  سره په سره . د  وړانګې 

 لاندې توګه وشمیرلشي:
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 ن وړاندنیونې د اینکش

 

 تابع د تابعمساات،    -سره او د ګاما

 

 لاس ته راځي

  
 

  

  
 

 

  

د په ځای ایښوونې یا   له دې سره کېدی شي انتیګرال 

 له لارې  وشمېرل شي:  ، سبستیچیوشن  
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  لیکونکي:بیوسل،هیولیګ،شترایت

 د ډېربعدیز انتیګرال ترانسفورمیشن

د د یوه په )بیجکتیو(، ناپرېکیدونکي، مشتقوړ شو د یوه رګولار ور

 لپاره د ترانسفورمیشن 

 

 لپاره باور لري: سره د ناپریکیدونکو توابعو

 

یا حجم  -د ترانسفورمیشن د تابع دیترمینانت بلل کیږي. دا ډکي له کوم سره چې  

 توکیځای اړونده یا ځاییز تغیر تشریح کوي.

 

ل یا عمود کواوردیناتو ترانسفورمیشن  ، دا په دې معنا چې د  د یوه لو کال اورتوګونا

 عمودې مټې 
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دي،دا په دې معنا چې د حجمتوکو سکالیر ضریب د یوګونو متحولو سکالیري ضریبونو 

 ضرب دی.

 

 سره حجمتوکي د د یوه افین ترانسفورومیشن  

 

 سره تغیر خوري. 

 ره باور لري،   په خاڼګړې توګه د متحولې د سکالي کولو لپا

 

 وړاندنیونې یا فرضیي کیدی شي لږ ضعیفې شي.

په دننه کې  برعکسوړوالی فقط د  بیجکتیویتي او  د  په ځانګړې توګه باید د 

پریکیدنه او ټاکلې زینګولاریټي هم ممکن دي، که ددواړو انتیګرالونو  وغوښتل شي.  د 

 شتون تضمین وي.  

 لیکونکي: هیولیګ، موښ
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وونې یا ثبوت فکر کیدی شي د دوه بعدي انتیګرال لپاره وښوول شي. د ساده والي د ښ

قوړ دی. دا را کوي، چې د دوه ځله ناپرېکیدونکی مشت لپاره نیول کیږي، چې  

  

 

 

د دې لپاره د  ارګومنت کارول کیږي.لپاره لکه په څیره کېروښانه شوي،یواپروکسیمیشن 

مثلثي کونې( څخه مخ ته ځو، او کیڼ ا نتیګرال د ریمن  د یوه تریانګولیرکونې)ورشو 

 جمعې 

 

نه شي، دا په  verzerrt دې ډیر زیات خوارهله لارې نږدې کوو. درېګوډي)مثلثونو( 

 دې معنا چې 

 

لپاره.  دا په ځانګې توګه راکوي، چې لوی کونج  د ټولو درېګوډیو سیکانتواوږدوالي 

ه بنده یا محدود ده. دزئ اپروکسیمیشن پوره ښه دی، کې کښته  لور تبرابرډوله په  

په لور  لپاره د  زیاتون د   –داسې چې د ریمن/جمعه یا 

 هڅیږي.  
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یا ارزښت ورشو –د څیره   د کونجټکو د تابع له لارې  

یو درېګوډیزوالی یا مثلث کیدنه منځ ته راځي. کطدی شي د درېګوډي   

ماتریکس د -د جاکوبي  یدنې او له دې سره د خورېدنه زیاته شي،مګر د نه پرېک

سره پرتله  اړخونه د اپروکسیمیشن پارامتر   محدودیت اود برعکس تابع 

په حالت کې د درېګوډي لوریزوالی  کیدونکې پاتیږي. برسیره پردې د  

ساتلی پاتیږي) په همدې ډول د دیترمینانت د مخنخښې بدلون سره برعکس یا په څټ 

 چې یوپه بل پریوتل منځ ته نه راځي. کیږي(،داسې

-یا ارزښت ورشو منځ ته را ته راغلې درېګوډیزوالي ریمن –د منځ ته راغلي څیره 

په لور   د  جمعه،  

جمعو کمښت د صفر په لور ځي یه هڅیږي. –ځي. دا باید وښول شي، چې د دواړو ریمن 

 له لارې:افینې څیرې د  درېګوډي  د ښه اپروکیمیشن څخه لاسته راځي د  دا د 

 

جمعې غړویا جمعود --د دواړو ریمن دا  

 دیسکریپانڅ دی. له دې سره لاس ته راځي  زیاتونونو اود دوی د تعداد

  

 وا ټن  د تخمین د ښوونې لپاره سړی درېګوډي)مثل ثونه( سره پرتله کوي-د هوزدورف

 

 سره  ګاونډي ټکي د  
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ېکېدنې د نیونې په بنسټ لاس ته راځي،  سره. د دویممشتق د ناپر د 

 چې کمښت  برابر ډوله د 

 

 له لارې اټکل کېدی شي،څه مو چې ښوول. 

 لیکونکیة هیولیګ، موښ 

تر څېړنې ونیول شي، هغه  د دوه  د ترانسفورمېشن ښوولو ته کېدی شي یوه ورشو 

 کرښیز سره تړلو پارابلسګمنت له لارې

 

ګمنتونه وخوزول شي یعنې تل بل ځایت ه یووړل شي، نو سړی رابندیږي.  که د پارابولس 

 لاس ته راوړي.یا واحد مربع  –یو پیجکتیو تابع په یوون 

 

 د تابع جاکوبي ماتریکس دی

 

 او سړی د تابع دیترمینانت په ځېر لاسته راوړي
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 له دې سره د ډکي توکی د لاندط سره تغیریږي 

 

یګرال لپاره د ترانسفورمیشن قانون سره لاس د ا نتباندې د  په 

 ته راځي

 

 

 لیکونکي: هیولیګ، موښ

 

 داېرې ټیکلي د ځرخونن رامنځ ته کیږي -یوتوروس یا کړئ د بېلګې په توګه د ګردئ 
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 سره،دا په دې معنا چې په محور د  -zد 

 

 سره.  یو ممکنه پارامتري کېدنه ده د  

 

 

 بي ما تریکس دیجاکو د ترانسفورمیشن 
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 داچې مټې یا ستنې یو بل ته اورتوګونال دي،د تابع دیترمینانتو لپاره باور لري 

 

 

 له دې سره د ډکي یا خجم لپاره لاس ته راوړو

    

 

  

    

 

  

    

 

  

یوه کېدی شي د یوون  ګردئ یا موازیالاضلاع Parallelogramm یوغبرګ اړخیز

 ځېرې په حیث انځور شی: افین ترانسفورمېشن د 

 

مټې وکتورونه دي، چې دا غبرګ اړخیز غزوي.  یو ګوډ ټکی دی او د  له دې سره 

 د دې ځېره شوې بېلګې لپاره دی
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 د ترانسفورمیشن تابع دیترمینانت دی

 

 یو کرښیز تابع  لاس ته راځيله دې سره د بېلګې په توګه د انتیګرال لپاره په  

 

      

 ه ټولیززه توګه معکوسکیدونکی تابع  پ

 

اپیپد( جوړوي، چې د ماتریکس مټې یا -په غبرګ اړخیز ) یوونمکعب 

یو لپاره  ا نتیګرال په  ستن څخه غزیږي.په ورته توګه دې روښانه بېلګې د  

 دی.کرښیز تابع 
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 سره.د 

 لیکونکي: هیولیګ، موښ) 

 وکيپه توته کواودینات کې ډکیتوکې یا حجم ت

Volumenelement in Zylinderkoordinaten 

 د کواوردینات ترانسفورمیشن لپاره 

 

 دی

 

 د انتیګرال لپاره په یوه توته یا استوانه باور لري په ځانګې توګه د یوه تابع له دې سره 
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 لپاره دی په ځانګړې توګه د یوه اکسیاسیمتریک یا محور سیمتریک تابع 

 

 وردینات لپاره د سطحې توکي په ورته  توګه ترانسفورمي کیږي.د سطحې قطبي کوا

 (Autoren: Höllig/Much) 

 د کواوردینات ترانسفورمیشن 

 

 لوکال یا ځای اړونده اورتوګونال دی،دا په دې معنا چې د جاکوبي ماتریکس

 

پاره باور اورتوګونال مټې یا ستنط لري. په تعقیب د تابعدیترمینانت یا فنکشنل دیترمینانت ل

 لري

 

 لیکونکی: هولیګ، موښ)

 

 د ګاوس تابع د انتیګرال ټاکنې ته، 
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 سړی لاندې مرستندوی جوړښت کاروي. سړی د انتیګرال مربع شمېري:

 

 

 

  

  
 

 

  

 

 دا انتیګرال کېدیشي د قطبي کواوردینات په مرسته ساده وټاکل شي: 

 

 لیکونکی: هولیګ، موښ))

 یا حجم توکي–( کواوردینات کې د ډکي -ډاري)کورېپه غونډوسکې یا غون

 د کواوردینات د ترانسفورمیشن لپاره 

 

 دی
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باندې د یوه تابع په ځانګړې توګه په یوه غوډوسکې یا کورې 

 انتیګرال لپاره باور لري 

 

 لپاره دی سیمتریک تابع  ادیالپه ځانګي ډول د ر

 

 لیکونکی: هولیګ، موښ)

 

 رانسفورمیشن د کواوردینات ت

 

 ماتریکس  –لوکال اورتوګونال دی،دا په دې معنا چې د جاکوبي 
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 اورتوګونال مټې لري. په دې پسې د فنکشنلدیترمینانت لپاره باور لري

 

 راکوي او  لپاره  انتیګرال په  د  یوه رادیالسیمتریک تابع  

 

 وارې سطحه ده.شمېرنې له امله د یوونغونډاري پورته ه دا ترمخضریب د  

 لیکونکی: هولیګ، موښ) 

 انتیګرال دی د په غونډوسکې)کرې( 

 

 لپاره شتون لري او په دې حالت کې مساوي دی لاندې سره فقط د  

 

 دی انتیګرال په  
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 لپاره شتون لري او په دې حالت کې د لاندې سره مساویدیدا انتیګرال فقط د 

 

 لیکونکی: هولیګ، موښ)

 

 په جګوالي فشار  د بارومتري جګوالیفرمول له لارې ټاکل کیږي: یو باندې د د صفر ن

 

د اکسیجن  دی،   له دې سره  نورمال فشار

د ځمکې بیړه  د هوا اکسیجن دی(  او%21ټینګوالی)غلذت( په صفر نیو)  

 یا تعجیل دی.

 ټینګوالی د فشار سره د ایدیال غازمساوات سره تړلی:

 

دغاز ثابته د اکسیجن لپاره او   spezifischenسره د د 

په حیث ، یعنې په کالوین کچ شوې تودوخي. د ساده ونې له امله دا د ثابتې 

   K یا کیږي.   -،نیول 
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له دواړو مساواتو څخه کیدی شي په اتموسفیر کې  په نږدې توګه د اکسیجن ټوله کتله 

 وشمېرل شي: 

 

ده. د  د ځمکې وړانګه   mله کوم سره چې 

 باندې انتیګرال سره لاس ته راځي او   سبستیچیوشن پسې او په 

 

 یا پارشل انتیګرال سره د انتیګرال لپاره لاس ته راځي –او د دوه واره ټوټه 

 

 (. په ټولیزه توګه لاس ته راځي)  

kg   

  د پرتلې لپاره :

 kg   - ځمککتله 

 kg  - سپوږمئ کتله 
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 نقطه ثقل؟(کتله اودروندټکی)

 سره د  کتله د ټیګوالي  د یوه بدن 

 

ډکی)حجم(   لپاره د   له لارې ورکړ شوی ده. په ځانګړې توګه د  

 لاس ته راوړو.

 م کواوردینات د لاندې سره سم شمیرل کیږي–د کتلې دروندټکي 

 

 لپاره لرود 

 

 یږي. هندسي دروندټکی او یا هم په ساده توګه دروندټکی بلل ک او 

 لیکونکي: هیولیګ، کیمرلې، ترایت

 سره ډکی)حجم(  او  جګوالي د بنسټوړانګې   یو غونډاری)کره( 

 لري او په توته کواوردینات کېلاندې انځورونه لري
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کواوردینات –کواوردیناتونه صفر دي. د -او   –د سیمتري له ا مله د دروندټکي د 

 داسې شمیرل کیږي

 

 اوردینات باندې د ترانسفورمیشن وروسته لاس ته راوړواوپه توته کو

= 

= 
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= 

                 = 

  

 

  

  
 

 

  

  
 

 

  

  
 

 
  

 

 دروندټکی دی.له دې سره  

 لیکونکي: هیولیګ، شترایت
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 )  د کتلې څرکون اړونده لویه( Trägheitsmoment ترایګهایتسمومنت

د  د یوه تن په یوه محور 

سره نګواليټی

Trägheitsmoment دی 

 
 د واټن تابع ښایيد کومسره چې 

 
 لیکونکي: هیولیګ، شترایت

یا جوړه شوې تشه غونډوسکه یا کره په کواوردینات سیستم کې لاندې انځورونه -تشکیل

 لري

 

 

 دی  Trägheitsmomentمحور د  –لپاره په د یوه ثابت ټینګوالي 
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 له شرایطو، چې تشغونډوسکې کتله دې یو وي، سړی غواړي وټاکي،   که ټینګوالي

 

 نو لاس ته راځي

 

 لپاره  Trägheitsmomentپه ځانګړي توګه د ټولې غونډوسکې د 

  لپاره  د پولې ته تلنې له لارې د لوپیتال قانون سره  راکوي او د  

 لیکونکي: هیولیګ، شترایت 

 انتیګرال د کږې )منحني(

(c) ketabton.com: The Digital Library



 
 سرليک 171 

په اودوالي  د ریګولار انتیګرال د یوې کږې)منحني( د یوه ناپرېکیدونکې تابع 

 ناپرېکیدونکي مشتقوړ پارامتریککونې 

 

  سره

 

 تعریف دی اود ټاکل شوي پارامتریککونې څخه خپلواک دی.

 لپاره  سړی د کږې اوږدوالی لاس ته راوړي. په ځا نګې توګه د  

نیونه کیدی شي ضعیفه شي، داسې چې سړی ا نتیګرال په یوه مناسب هوارتیا او  په 

 پولې پروسه باندې تشریح کړي.  

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ 

 

 د ریمن زیاتون یا جمعې په مرسته کېدی شي تعریف مدلل شي.  په کږي د د ټکو پرلپسې

 

 دا لاندې دی

 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 171 سرليک

 

 د منځ ارزښت جملې په بنسټ باور لري

 

 لرو برابرډوله ناپرېکیدنې له امله په  د سره.د  د 

 

 لپاره. د ټوټه ونې د نریوالي له امله ښی اړخ د  سره د   د  

 

 په لور هڅیږي.
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پورته دلیل هم د پارانتی کونط خپلواوالی ښایي، ځکه چې دا د ریکمزاتون کېمنځ ته نه 

 راځي.

سبستیچیوشن  له لارې یو  په بدیلي توګه کیدی شي مختلف پارامتریککونه د یوې متحولې

 په واړوي.

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ

 د تابع 

 

 اړونو یا څرخونو په اوږدوالي د پارانتریک کونې پیچي میخ د  انتیګرال به د 

 

 سره وټاکلشي.

 سړی لاس ته راوړي

 

 او له دې سره 

  

 

 لیکونکي: اپپ، هیولیګ 

(c) ketabton.com: The Digital Library



 

 173 سرليک

ټکي  د یوې داېرې په چاپېریال د   ټاکل کیږي، هغه چې یواوږدوالی د څیوکلوید 

 سره تشریح کوي، چې په یوه کرښه  ګرځي یا څرخي وړانګې 

 

 د پارامتري کونېلپاره 

 

 دی

 

 له دې سره د څیکلویید د اوږدوالي لپاره لاس ته راځي
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 کارول شوی. د کوم سره چې کټوټوالی 

 لیکونکي اپپ، هیولیګ 

 انتیګرالخویونهد کږې )منحني( 

 ته زیا تیزیا د جمعې په ډول: کې کرښیز د ی اونسبت و  په د کږې انتیګرال 

  

 ,  

 د ځانله ټکي پورې ټکي پردي وي، او   او که  

دا له پارامتري کونې څخه خپلواک دی او په ځانګړې توګه  د کږې د لوریزوالي څخه هم 

 خپواک دی.

 لیکونکي: اپپ،   هیولیګ 

 یندې اوږدوالی د ل

 د یوې د 
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 ترمنځ د کږې اوږدوالی او  د له لارې پارامتري شوې کږه)منحني( 

 

کیدی شي د کانوني کږې پارمتر په حیث وکارول شي. سړی دااسې په نا مه د لیندې پسې 

 پارامتري کیدنه لاس ته اروړي:

 

  متري کونې لپاره باور لريد کاندید تانجنتوکتور له مخې یا پر بنسټ  د دې کانوني پارا

 

 سره.د اوږدوالي   د 

 لیکونکي: اپپ،   هیولیګ 

 پسې د شپیرالې د بېلګې په توګه د  لیندې 

 

 ټاکل کیږي. سړی لاس ته راوړي  پاراه متري کونه له 
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 همداسې 

  
    

 له دې سره لاس ته راځي

 

 لیکونکي: اپپ،   هیولیګ

 رګولار پارامتریکونه د یوې ټوټې سطحې

 یو ناپرېکېدونکی مشتقموړ پارامتري کونه

 

تشریح کوي، که  باندې یو رګولار د سطحې ټوټه په یوه رګولار ورشو

د په دننه کې اینجکتیو)په باندې( وي او وکتورونه  د 

 لپاره کرښیز خپلواک وي.   ټولو 
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، چې د دوکتور( دا تر مخنخښې پورې یواځنی ټاکلی یوونوکتور)واح

څخه یا له  لارې غزېدلی تانجنت سطحې ته اورتوګونال   

یوه بنسټ  سره یوځای د   دی، سطحې نورمال بلل کیږي. دا ووکتورونو 

 جوړوي  

 لیونکي: هیولیګ، موښ 

 Flächenintegral  د سطحې انتیګرال

 

 د پارمتري کونې سره انتیګرال  په یوه رګولار سطحې ټوټې د یوه ناپرېکیدونکي تابع 

 

 سره د او سطحې نورمالې 
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 په حیث تعریف دی او د ټاکل شوي پارمتري کونې څخه خپلواک دی.

 د دیترمینانت ارزښت د سطحېتوکي د سکالي شوی ضریب دی: 

 

 سطحې مساحت لاس ته راوړي. لپاره د ځانګړي حالت په حیث  سړی د  د  

ی شي ضعیفې شي، داسې چې ا نتیګرال په یوه مناسب مساواتوړاندنیونې کید او   د 

پوله پروسه باندې تعریف شي. برسېره پردې کېدی شي یوه سطحه د ډېرو سطحې ټوټو 

نتیګرال نو په دې حالت کې د یوګونو ټوټه یوځای شوې یا جوړه شوې وي. د سطحې ا

 سطحو باندې د انتیګرالونو زیاتون یا جمعه ده.

  لیونکي: هیولیګ، موښ

 د ساده ونې له ا مله دوه پرا خیدونی یا دوه دیمنزنال حالت ترڅیړنې لاندې نیسو.

جمعې په مرسته مدلل کړی شي. لکه په څېره کې –زیاتون یا -کېدی شي تعریف د ریمن

د اپروکسیمي کوي د درېګوډي چې ښوول شوي، سړی  د تریانګولي کولو له لارې 

یوتریانګل  د ګوډتکو د توابعو له لارې دا د  .ته اوږدوالي سره متناسب و  کانتې 

 سره:تولیدوي د درېګوډیو 

 

 د سکالی کولو ضریب د درېګوډي د سطحې تغیر اپروکسیمي کوي
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 زیاتون له لارې  –لپاره د ریمنن  په تعقیب انتیګرال د  

 

 لپاره د انتیګرال په لور هڅیږي نږدې کیږي، هغه چې د  

 

  وښلیونکي: هیولیګ، م

 

  تابع 

 
  دې د

 

برخه ټوټو   Wendeltreppeله لارې پارامتري شوې د راتاو پوړظ یا زینې     
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   انتیګرال ونیول شي.

 د سطحې توکو د سکالي کولو فاکتور د ټاکلو لپاره لومړی شمیرو)څیره پورته مخ کې(: 

 

 دا چې ټوټه مشتقونه اورتوګونال دي،دی

 

 له دې سره لاس ته راځي

 
 

  

  

  

 

  

  

  لیونکي: هیولیګ، موښ

 

 د سطحېتوکی دی د ګراف  د یوه تابع 
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 دا د پارمتیکولو لپاره د ټولیز تعریف څخه تړلې لاس ته راځي

 

 غبرګ دی وځکه چې د سطحې نورمال  

 

 له امله دی  ته او د 

 

 د ګراف لپاره دی د بیلګې په توګه د کونکرت یا روښانه تابع 

 

لپاره لاس ته راوړي او دا په ولاړګوډیز  او سړی د  

 پرتې سطحې ټوټي 
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  لیونکي: هیولیګ، موښ

 

 د سطحې توکي په توته کواوردینات کې

 د سطحې توکي د یوه د

 

  سره دید وړانګې   له لارې پارامتري شوی د یوې توتې پورته پوښ  

 

 د ا نتیګرال لپاره باور لريتابع له دې سره په توټه کواوردینات کې د یوه 

 

  لیونکي: هیولیګ، موښ
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 د تانجنت وکتور د اورتوګونالیتي له امله

 

 د سکالا کولو کتور د سطحې توکو لپاره دی

 
    

 لکه چې غوښتل مو.

  لیونکي: هیولیګ، موښ

 

 لپاره اصلي جمله داسې دهد څلورئ یا مربع 

 

 دا له تابع څخه تړلې لیدل کیږي:

 

د کټمټوالي کمپوننتونه د اونیواریانت)یومتحولې یا اووښوتونې( اصلې جمله په ګوته کوي. 

 د بیلګې په توګه لومړی کمپوننت و لاندطته ورته یا یو ارزښته یا اکویوالنتدی
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(Aus: Mathematik-Online) 

 په غونډاري کواوردینات کې د سطحو توکي

 د سطحې د توکي د یوه د

 

 سره دید وړانګې  Sphäreره پارمتري شوی فضا له لارې لپا

 

 د انتیګرال لپاره باور لري له دېسره په غونډاري کواوردینات کې د یوه تابع 

 

  لیونکي: هیولیګ، موښ

 

 د تانجنت وکتور د اورتوګونالیټي له امله 
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 د سکالیکولووکتور د سطحې توکو لپاره دی

 

    

 لکه چې غوښتل مو.

  نکي: هیولیګ، موښلیکو 

 

 دې پیالي یا پوښ( دروندټکی -د نیمغونډاري)

 
  د ثابت ټیګوالي سره وټاکل شي

–کواوردیناتونه صفر دي. د  -او  -د سیومتري په اساس  د درونټکي د  

 کواوردینات لپاره د غونډاري کواوردینات د کارولوله امله سړی لاس ته راوړي

 

 .ي  سره   لاسته راځ او د 

 لیکونکي: هیولیګ، موښ 
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 د ډېرواره اتیګرال لپاره اصلي جمله

د باندې لور ته لوریزه یووننورم یا واحدنورم د یوه رګولارورشو  که 

سره، نو د یوه ناپرېکېدونکي  بعد یا پراخېدوني  ژئ  --وښایید رګولار 

 لپاره باور لري    مشتقوړ تابع 

 

 ای کړي، نو سړی وکتوري کټمټوالی لاس ته راوړي.که  سړی دا مساوات سره یوځ

 

 )لیکونکي:هولیګ، هورنر(

 لپاره ښوول کیږي.د ښوونې فکر د  

لومړی په پام کې نیول کیږي، چې د 

انتیګرال نیولوو ورشو په برخه ورشوګانو 

وېشل کیدی شي، ځکه چې د نورم د 

لوریزونې له امله د ټوټه کېدنو  په دنننئ 

رالونه لرې کیږي. له دې ژئ د ژئ انتیګ

امله بسیا کوي، یو د انتیګرال نیونې ساده 

 ورشو راوخلو یا تر څېړنې ونیسو. 
  

 په ساده ورشوګانو ټوټه کوي په لاندې بڼه لپاره   سړی  د  
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 بیا د ډبل انتیګرال لپاره باور لري 

 

له دې امله باید د  صفر عمود دی کمپوننت د  –ژیو د  vertikalen په ولاړو یا عمودو

ونیول شي یا وکتل شي. لاندې ژئ کیدی ژئ ا نتیګرال لپاره پورته اوکښته ژئ په پام کې 

 شي په لاندې بڼه 

 

 پارامتریک شي او 

 

 باور لري دی، نو  داا چې 

 

په ورته توګه لاندطژئانتیګرال شمېرل کیږي، او د ارزښتونو زیاتون یا جمعه د ډبل 

 خوري یا همغږیز کیږي. انتیګرال سره سر

 )لیکونکي:هولیګ، هورنر(

 لپاره اصلي جمله ده  د مربع
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 دا له تابع څخه تړلې لیدل کیږي:

 

 

د کټمټوالي کمپوننتونه د یومتحول والي اصلي جمله ده. د بیلګې په توګه  لومړی کتپوننت 

 و لاندې ته ورته یا اکویوالنت دی

 

(Aus: Mathematik-Online) 
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بعدي سیمپلکسونو -ې یو سیمپلکس وي، چې د  د  

د باندې لور ته لوریز له لارې را بندیږي او    

 درونټکی وي.د  یووننورمال یا واحدنورمال نومول کیږي او 

 

 لپاره  د اصلي جملېلاسته راځيد یوه ثابت تابع 

 

 لپاره باور لريد یوه کرښیز تابع 

 

سره مربعیز فرمول   لپاره  د دروندټکي  مپلکس دلته وکارول شوی،چې د یوه سی

Quadraturformel     لپاره ټیک ده د کرښزې تابع 

 (Aus: Mathematik-Online) 
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یا پورته یا –اوپاس  د یوه غونډاري لپاره په یوه غونډاریکواوردینات کې د وړانګې 

 پوښ سطحې یا هوارې سره باور لري

 

پسې یا دېلاسته راوړنې پسې اصلي یووننورمال دی. د دې  او 

 جمله ده

 

 

 د بېلګې په د روښانه تابع  لپاره سړی لاس ته راوړي

 

 لپاره  د ګرادینت او 
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د سیومتري په بنسټ  اخرودواړو لیکوباندې انتیګرال صفر راکوي.د لومړئ لیکې لپاره 

 په غونډاري کواوردینات کې صفر لاس ته راځي

 

= 

               = 
     

 (Aus: Mathematik-Online) 

 Partielle Integrationټوټه انتیګرال   

 

 لپاره د کومپاکت وړونکي سره باور لري  او  د ځوی توابعو  

 

 )لیکونکي:هولیګ، هورنر(
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په ژئ  شتونلري،داسې چې د   کومپاکت وړونکي لري، یوه کوادر او  دا چې 

 توابع ورک شي.دواړه  او هم دباندې له 

 د اصلي جملې له مخې د ډېرواره انتیګرالونې لپاره با ور لري 

 

 لپاره.له بلې خوا د ضرب قانون له مخې دی د یوه په خوښه ټوټه مشتق

 

 او له دې سره

 

په تجزیه په یوګونو ټوټه مشتقونو له لارې او پرلپسې د مساواتو استعمال سره  د  

س ته راوړي، ځکه چې په هوارو یا خویو توابعو کې د سړی دا ورکړ شوی فرمول لا

 ټوټه مشتق سره بدلېدلی شي.

 )لیکونکي:هولیګ، هورنر( 

 Greensche Formelnد  ګرین فرمولونه     

یووننورمال یا واحدنورمال   د باندې لور ته لوریز د یوه رګولارورشو  که 

 fي مشتقوړ توابعو سره، نود دوه ناپرېکېدونکوښایي د رګولارژئ سطحې 

 لپاره باور لري  gاو
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 د دباندې لورته مشتق ښایي نورمال دی.  چېرته چې 

 لپاره  لروپه ځانګړي د 

 

 یوسیومتري واریانت په ګرین نومول شوې کټمټوالی دی

 

د دواړو ګرین فرمولونو نه کېدی شي دخوی والي وړاندنیونه ضعیفه شي، داسې چې په 

 تعریف شي.مناسب پوله ارزښت 

 )لیکونکي:هولیګ، هورنر(

 د ډېرواره اینتګرال اصلي جملې پسې دی

 

 د ضرب قانون سره په ښي اړخ انتیګرال لپاره لاس ته راځي

 

 باندې زیاتون یا جمعې  له دې سره د ګرین لومړی فرمول راکوي. په 
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 یدلون له لارې لاس ته راځي. سړی د  او دویم فرمول د 

 او   

یا حجم  -کټمټوالی کموي یا سره تفریقوي او په پام کې نیول کیږي، چې د ډکيلپاره 

 اینتګرالونو د ګرادینت ضرب له منځه وړي یا پورته کوي؟ 

 )لیکونکي:هولیګ، هورنر(

 ز ک. ۲۱۱۱د ۲۴د فبروری 

 ( د لوی څښتن په برکت او مهربانئ)ژباړی

هغه د شاعرانو خبره، باغ باغ هر پیل شوی کار چې پای کیږي، نو ناروغه زړه ورسره، 

 کیږي.)ژباړی(

 

 

 د ډاکتر ماخان شینواري چاپ شوې لیکنې:

 

 

1988 Vienna (Austria): 

 لومړی:

H.K. Kaiser , M. Shinwari : Aproximation compact pological algebra : 

contributions to general algebra 6 ; Page 117 – 122 
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:1987 Vienna (Austria) 

 دویم:

Interpolation und Aproximation durch Polynime in Universalen  Algebren .  Diss . 

Uni. Wien  

Interpolation and Aproximation by Polynome in universal   Algebras,  Dissertation 

at the University of Vienna/Austria 

 

توري ودې ټولنه،،له لالمان کې د ،، افغانستان ک رپوهنې پښتوټول کتابونه  پهیلاندې د شم

 خوا  چاپ شوي دي

2000 Bonn (Germany): 

نري، فزیک  او اقتصاد جره د انیرپوهنې برسیرپوهنې ستر کتاب :  د شمید شمدریم:   

مخونو کې چاپ  ۰۰۰کوونکو لپاره ) دا کتاب    په  لپاره ، همداسې  د ښوونکو او زده

 (ځنو ځایونو غزېدلې او ځنې ځایونه ترې لرې شوي ديیې   او دا نوې لیکنه به

2003 Bonn (Germany): 

او کټې د کټې  –ګټې  رنه، دیزرو کې شم ،، په سلو ) هندسه(ځمککچپوهنهڅلورم:   

 کوي رنه  ، د اختمالوالي شمېرنه  کتاب  د ښوونځي ټولې اړټیاوې پورهیشم

2003 Bonn (Germany): 

 د الجبر بنسټونه دي( الجبرونه )پنځم:    

2003 Bonn (Germany): 

 پښتو ډکشنري. –رپوهنې   انګرېزي ید شمشپږم:  

 

2003 Bonn (Germany): 

 او پښتو الماني ډکشنري -رپوهنې الماني ـ پښتوید شماووم: 
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Mathematical dictionary German/ Pashto and Pashto/German 

2003 Bonn (Germany): 

 شوی( دۍ، ساده لیکل    برابرون  ) دا کتاب په دې څانګه کې یو پیل دفرنڅیال اتم:  

Differential equation Translation; An Introduction 

Bonn (Germany): 2003  

 ر پوهنې فرمولونو ټولګهید شمنهم: 

Mathematical  Formulas 

2003 Bonn (Germany): 

 رپوهنه له عربي په پښتویشم لسم:  

(Germany): Bonn 1997 

 د افغانستان په هکله سپینې خبرې:  په     المان  کېیوولسم: 

 ،،د افغانستان روغې او بیا ابادولو ټولنه،، له خو     

 

،،د افغانستان روغې او بیا د  کال دمخه ډاکتر ماخان شینواري ۱۰۰۰یادونه:    له .

  له خوا درې ساسي مجلې هم را وستلي. ابادولو ټولنه،،

 

 اکتر ماخان ،،میږي،، شینواري لیکنې او ژباړې چې په چاپیدو یې پیل کیږيد ډ

2012  Bonn; Germany; Kabul Afghanistan 

 ژباړې:

 لاندې د برینکمن لیکنې چې له پرینکمن ن ج څخه ژباړل شوي دي. 
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 شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره   لومړی ټوک      - ۲

 م ټوکشمیرپوهنه د ښوونځي لپاره      دوی – ۱

 شمیرپوهنه د ښوونځي لپاره      دریم ټوک – ۳

 د ښوونځي لپاره                د احتمالوالي شمیرنه - ۴

 احصایه یا ستاتیستیک            دښوونځي لپاره – ۱

 

لاندې کتابونه د شتوتګارت د پوهنتون د استادانو د لکچرونو څخه چې د شتوتګارت 

 ژباړل شوي.پوهنتون ن ج څخه خپاره شوي را 

  ۲انالیزی     – ۶

 ۱انالیزې    – ۷

 کرښیز الجبر  – ۸

 د شمیرپوهنې بنسټونه     - ۰

 د فرمولونو ټولګه  - ۲۰

 فنکشنل انالیز – ۲۲

 وکتور شمیرنه  – ۲۱

 

 نورې ژباړې

 څخه:کرښیز الجبر .grundstudium.info/linearealgebra/wwwله  – ۲۳  

۲۴ –   Georg Gutenbrunner  ونپوهنه یا د اعدادو تیوريګڼ 
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 زما لیکنې 

Bonn (Germany): 

رپوهنې ید شمدا کتاب :  د پوره تغیراتو سره دویم چاپ  رپوهنې ستر کتابید شم - ۲۱

  ره د یبرسبرخې 

پوره  نري، فزیک  او اقتصاد لپاره ، همداسې  د ښوونکو او زدهکوونکو لپارهجان        

 ګټور دی. په 

  د اړتیا سره زیاتونه او کونه راغلې کتاب کې        

 ځمککچپوهنه  ) هندسه(  دویم چاپ د پوره تغیراتو سره  - ۲۶

 الجبر بنسټونه دویم چاپ له تغیراتو سره – ۲۷

 ډېرۍ پوهنه یا سټ تیوري  - ۲۸

 د شمیرپوهنې سم اند ) منطق ریاضي( – ۲۰

 د یو څو شمیرپوهانو ژوندلیک  - ۱۰

 وډې لیکنې د شمیر پوهنې ګډې – ۱۲

داهم ژباړه ده، خو لیکونکی یې متآسفانه راڅخه نابلد شوی: د مشتق او انتیګرال    -۱۱

 شمیرنو ته  تمرینونه او اوبیونې یا حلونه یې

 د شمیرپوهنې انګریزې پښتو او عربي + درې ډکشنري  – ۱۳

 د شمیرپوهنې پښتو انګرېزي ډکشنري – ۱۴

 یرپوهنیزو وییونو په پښتو روښانه ونهد شمیرپوهنې پښتو ډکشنري د شم – ۱۱

د زړه له کومې) دا هغه لیکنې دي، چې ځنې یې په نړیول جالونو کې خپرې شوي   - ۱۶

 دي.(

 د افغانستان په هکله سپینې خبرې، چې وبه غزیږي. – ۱۷
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 نوري لیکنې، چې په ژباړه یې پیل شوی، خو لا پوره نه دي

څخه ، چې د شتوتګارت پوهنتون ن ج څخه د شتوتکارت پوهنتون لکچرنوټونو    –

 خپریږي:

 د  ګروپونو تیوري 

 د ښوونځي لپاره فزیک د برینکمن لیکنه -

له پنځم ټولګي  څخه تر اووم ټولګې پورې ژباړل شوی ) دا چې زما دویم مسلک فزیک 

د شمیرپوهنې په -دی، دا لیکنې ژباړم. دا هم د دې لیکوال یوه ډېره ښه لیکنه ده، چې 

دلته هم زیات تمرینونه د حل  یا اوبیونې سره په کې راغلي او ماته زیات ګټور  -رڅی

 برېشي( 
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